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Zusammenfassung

Gegenstand der Arbeit ist die Untersu
hung der Kohomologie der Steenrod-Algebra,

haupts

�

a
hli
h zur Primzahl p = 2. Vorgestellt wird ein Lemma, das sowohl die


omputerunterst

�

utzte Bere
hnung, wie au
h die ans
hliessende Untersu
hung einer

minimalen Aufl

�

osung dieser Algebra vereinfa
ht. Der theoretis
he Hintergrund die-

ses Lemmas ist in der f

�

ur Kohomologiefragen seit langem bekannten Bedeutung

elementar-abels
her Untergruppen zu su
hen, die hier in der Gestalt der internen

Margolis-Di�erentiale der Algebra auftreten. Aus diesem Hintergrund wird in der

vorliegenden Arbeit ein Algorithmus gewonnen, der das Re
hnen in bisher uner-

rei
hbaren Dimensionen erlaubt: mit vertretbarem Re
henaufwand erhalten wir eine

minimale Aufl

�

osung, die bis zur Dimension 210 vollst

�

andig ist. Vorher war nur 
ir
a

die H

�

alfte dieses Berei
hs bekannt.

Das Interesse an diesen Kohomologiegruppen kommt aus der Topologie, und

n

�

aherhin aus der stabilen Homotopietheorie: Die Steenrod-Algebra kann man am ein-

fa
hsten als Endomorphismenring des Eilenberg-Ma
Lane-Spektrums H F

p

, dh. des

Systems der Eilenberg-Ma
Lane-R

�

aume fK (F

p

; n)g

n=0;1;2;:::

, de�nieren. Als sol
her

operiert sie auf nat

�

urli
he Weise auf allen Kohomologiegruppen H

�

(�; F

p

). Mithilfe

der Adams-Spektralreihe

Ext

s;t

A

(H

�

(Y ; F

p

); H

�

(X ; F

p

))) f�

t�s

X; Y g

(p)

gewinnt man so ho
h strukturierte obere S
hranken f

�

ur die p-Lokalisierungen der

stabilen Homotopiegruppen

f�

k

X; Y g = lim

!

[�

k+n

X;�

n

Y ℄; (X kompakt):

Der hier zumeist bes
hworene Fall X = Y = S

0

f

�

uhrt auf der linken Seite zu

Ext

s;t

A

(F

p

; F

p

), was au
h s
hli
ht als Kohomologie der Steenrod-Algebra bezei
hnet

wird. Diese ist also der Ausgangsterm einer Spektralreihe, die die p-Lokalisierung

der stabilen Homotopiegruppen der Sph

�

are(n)

�

stab

k

(S) = lim

!

�

n+k

(S

n

) = fS

k

; S

0

g

bere
hnet.

Wir zeigen im weiteren, wie aus der minimalen Aufl

�

osung mit verglei
hsweise

geringem Aufwand weitere Informationen gewonnen werden k

�

onnen: darunter f

�

allt

die Bere
hnung von Ext

s;t

A

(M;N) f

�

ur kleine endli
he A-Moduln M und N , die Be-

re
hnung der Mahowald's
hen Wurzelinvarianten, die damit eng verwandte Bestim-

mung der Verdopplungsoperation Sq

0

: Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)! Ext

s;2t

A

(F

2

; F

2

), und die Be-

re
hnung der algebrais
hen Hurewi
z-Abbildungen Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)! Ext

s;t

A(n)

(F

2

; F

2

).

F

�

ur n = 1 und n = 2 modellieren diese algebrais
h die topologis
hen Hurewi
z-

Transformationen

�

stab

�

(S)! �

�

(ko) (Verglei
h mit K-Theorie),

�

stab

�

(S)! �

�

(tmf) (Verglei
h mit topologis
hen Modulformen).
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1 Hintergrund

In diesem Kapitel geben wir zun

�

a
hst eine rein algebrais
he Einf

�

uhrung in die

Steenrod-Algebra, bevor wir dann im darauf folgenden Abs
hnitt die topologis
he

Herkunft und Relevanz kurz diskutieren. Sodann widmen wir uns der Kohomologie

der Steenrod-Algebra und diskutieren minimale Aufl

�

osungen und das bis dato ge-

br

�

au
hli
he Verfahren ihrer Bere
hnung. All dies ist seit langem bekannt, und wird

nur um der Ges
hlossenheit Willen rekapituliert. Ausf

�

uhrli
heres �ndet man zum

Beispiel in [29℄, [39℄ und [32℄.

1.1 Die Steenrod-Algebra

1.1.1 Hopf-Algebren allgemein

Sei k ein fest gew

�

ahlter Grundk

�

orper.

De�nition 1.1.1. Eine unitale k-Algebra ist ein Tripel (A; �; 1) bestehend aus ei-

nem k-Vektorraum A, einer assoziativen Multiplikation � : A 
 A ! A und einem

Einselement 1 : k ! A.

Alle Tensorprodukte werden dabei

�

uber k gebildet. Die Bedingung der Assozia-

tivit

�

at und Unitalit

�

at bedeuten, da� die folgenden Diagramme kommutieren sollen:

A
 A
A

id
�

��

�
id

//
A
 A

�

��

A
 A

�

//
A

k 
A

�

=

KKK
K

%%K
KKK

1
id

//
A
 A

�

��

A
 k

id
1

oo

�

=

sss
s

yyss
ss

A

Dur
h Dualisieren erh

�

alt man den Begri� der augmentierten Koalgebra:

De�nition 1.1.2. Eine augmentierte k-Koalgebra ist ein Tripel (A;�; ") bestehend

aus einem k-Vektorraum A, einer koassoziativen Komultiplikation � : A ! A 
 A

und einer Augmentation " : A! k.

Hier wird also die Kommutativit

�

at folgender Diagramme gefordert:

A
 A
A A
 A

�
id

oo

A
 A

id
�

OO

A

�oo

�

OO
k 
A A
 A

"
id

oo
id
"

//
A
 k

A

�

OO

�

= KKKK

eeKKKK
�

=ssss

99ssss

Kombiniert man beide De�nitionen, so erh

�

alt man den Begri� der Hopf-Algebra:

3



1 Hintergrund

De�nition 1.1.3. Eine Hopf-Algebra

�

uber k ist ein Tupel (A; �;�; 1; "), soda�

(A; �; 1) eine unitale Algebra ist, (A;�; ") eine augmentierte Koalgebra, und bei-

de Strukturen kompatibel sind:

A

"

��
??

??
??

??

k

1

??�������

k

soll kommutieren. Au�erdem soll � multiplikativ, und � komultiplikativ sein.

Die letzten beiden Kompatibilit

�

atsbedingungen sind

�

aquivalent. Beide besagen

gerade, da� das Diagramm

A
A
A
A

oo
id
swit
h
id

//
A
A
 A
A

�
�

��

A
A

�

//

�
�

OO

A

� //
A
 A

kommutiert. Falls A graduiert ist, so mu� beim Vertaus
hen die

�

ubli
he Vorzei
hen-

regel bea
htet werden. Dazu setzt man swit
h(x
 y) = (�1)

jxj�jyj

y 
 x.

F

�

ur Moduln M , N

�

uber einer Hopf-Algebra A hat man ein internes Tensorpro-

dukt M ^N . Als Vektorraum sei M ^N =M 


k

N . Die A-Operation sei diagonal,

dh. dur
h

A
M 
N

�

M^N

��

�
id
 id

//
A
 A
M 
N

id
swit
h
id

��

M 
N A
M 
 A
N

�

M


�

Noo

de�niert. In Kurzs
hreibweise lautet dies a(m ^ n) =

P

(�1)

jmj�ja

00

j

(a

0

m) ^ (a

00

n).

Dabei haben wir uns der gebr

�

au
hli
hen symbolis
hen Notation �(a) =:

P

a

0


 a

00

bedient.

De�nition 1.1.4. Eine Antipodenabbildung (oder Konjugation) auf einer Hopf-Al-

gebra ist ein antimultiplikatives � : A! A, soda� 1 Æ " = �(id
�)� gilt:

A
 A

id
�

//
A
A

�

##F
FF

FF
FF

FF

A

�

;;xxxxxxxxx
" //

k

1 //
A

Zum Beispiel hat jede zusammenh

�

angende, graduierte Hopf-Algebra automatis
h

eine sol
he Konjugation ([29℄, 
h. 12.1), und falls A kokommutativ ist, so ist diese

involutiv: �

2

= id.

F

�

ur einen k-Vektorraum M wird A
M dur
h Operation auf dem linken Faktor

zu einem freien A-Modul.

Lemma 1.1.5. Hat A eine Antipodenabbildung, so ist die Abbildung

A
M 3 a
m 7!

X

a

0

^ a

00

m 2 A ^M

f

�

ur alle A-Moduln M ein A-linearer Isomorphismus.

4



1.1 Die Steenrod-Algebra

Insbesondere ist also A ^M immer ein freier A-Modul.

Beweis. Man re
hnet na
h, da�

A ^M 3 a ^m 7!

X

a

0


 �(a

00

)m 2 A
M

ein Inverses ist. (Siehe zB. Seite 62.)

Es gibt zwei wi
htige Beispielklassen, die man kennen sollte. Zum einen kann

man jeder Gruppe G den Gruppenring kG zuordnen. Die Multiplikation auf kG soll

gerade von der Multiplikation G � G ! G induziert werden. Die Komultiplikation

wird dur
h �(g) = g 
 g f

�

ur g 2 G erkl

�

art. Die Antipodenabbildung wirkt dur
h

�(g) = g

�1

. O�enbar wird kG dadur
h zu einer kokommutativen Hopf-Algebra mit

Konjugation.

Zum anderen kann man jeder kommutativen Hopf-Algebra mit Konjugation ein

Gruppens
hema zuordnen. Ist n

�

amli
h A bzgl. � ein kommutativer Ring, so kann

man das zugeh

�

orige aÆne S
hema G = Spe
A bilden. Damit ist dann G � G =

Spe
A 
 A. Da � : A ! A 
 A, � : A ! A und " : A ! k multiplikativ sind,

darf man sie als Abbildungen G � G ! G, G ! G bzw. Spe
 k = fpt:g ! G

betra
hten. Obige Axiome besagen dann gerade, da� G mit diesen Abbildungen als

Multiplikation, Inversenbildung bzw. Inklusion der Eins, zu einem Gruppenobjekt

in der Kategorie der k-S
hemata wird. Diese Beziehung kann man au
h umkehren:

eine kommutative Hopf-Algebra mit Antipodenabbildung ist s
hli
ht dasselbe wie

ein aÆnes Gruppens
hema.

Bekanntli
h ist der Dualraum einer Algebra eine Koalgebra, und umgekehrt. Man

erh

�

alt also zu jeder Hopf-Algebra (A; �;�; 1; ") eine duale Hopf-Algebra (A

�

; �

0

;�

0

;

1

0

; "

0

) mit �

0

= �

�

, �

0

= �

�

, 1

0

= "

�

, "

0

= 1

�

. Der Stern bezei
hnet hier die kon-

tragradiente Abbildung.

Ist A endli
h-dimensional (oder graduiert und lokal endli
h-dimensional) so ist

in nat

�

urli
her Weise A = (A

�

)

�

.

1.1.2 Steenrod-Algebra

Die Steenrod-Algebra, um die es im folgenden gehen wird, ist kokommutativ, ni
ht

aber kommutativ. Man de�niert sie am elegantesten als Dualraum ihres kommuta-

tiven Duals:

De�nition 1.1.6. Sei p eine Primzahl. Die duale, reduzierte Steenrod-Algebra zu p

ist folgende kommutative F

p

-Hopf-Algebra A

red

�

: Es sei A

red

�

= F

p

[�

1

; �

2

; : : :℄ mit dem

Koprodukt

�(�

n

) =

n

X

i=0

�

p

i

n�i


 �

i

;

wobei formal �

0

= 1 gesetzt werde. Au�erdem sei "(�

j

) = 0.

Das Koprodukt hat eine h

�

ubs
he Interpretation dur
h die Algebra der additiven

Potenzreihen. Darunter versteht man Potenzreihen der Form

f

�

(x) = x+ �

1

x

p

+ �

2

x

p

2

+ �

3

x

p

3

+ � � � :

5



1 Hintergrund

F

�

ur die Verkn

�

upfung sol
her Potenzreihen gilt n

�

amli
h

�

uber F

p

f

�

0

(f

�

00

(x)) =

X

i�0

�

0

i

 

X

j�0

�

00

j

x

p

j

!

p

i

=

X

i;j�0

�

0

i

�

00

j

p

i

x

p

i+j

=

X

n�0

�

n

x

p

n

mit �

n

=

P

i+j=n

�

00

j

p

i

�

0

i

. Das Koprodukt auf A

red

�

bes
hreibt also genau die Zusam-

mensetzung additiver Potenzreihen. Die Konjugation auf A

red

�

wird

�

ubli
herweise mit


 : A

red

�

! A

red

�

bezei
hnet. Man setzt �

n

= 
(�

n

). Die Beziehung zwis
hen den �

n

und

den �

n

kann man dann kurz und knapp dur
h f

�1

�

(x) = f

�

(x) bes
hreiben. f

�1

�

(x)

ist dabei das Kompositionsinverse von f

�

(x).

A

red

�

wird als graduierte Hopf-Algebra betra
htet:

De�nition 1.1.7. F

�

ur p > 2 sei j�

i

j = 2(p

i

� 1). F

�

ur p = 2 sei j�

i

j = 2

i

� 1.

Die volle duale Steenrod-Algebra enth

�

alt f

�

ur ungerades p no
h einen

�

au�eren

Anteil:

De�nition 1.1.8. Die duale Steenrod-Algebra A

�

sei folgenderma�en de�niert: F

�

ur

p = 2 sei A

�

= A

red

�

. F

�

ur p > 2 sei A

�

= A

red

�


E(�

0

; �

1

; : : :), wobei E(� � � ) die

�

au�ere

Algebra

�

uber den angegebenen Erzeugenden bezei
hne. Das Koprodukt sei auf den

�

n

wie oben de�niert. F

�

ur die �

n

setze man

�(�

n

) = �

n


 1 +

X

0�i�n

�

p

i

n�i


 �

i

:

Es sei j�

n

j = 2p

n

� 1 und "(�

j

) = 0.

F

�

ur den

�

au�eren Anteil inA

�

ist unseres Wissens no
h keine s
h

�

one Interpretation

vorges
hlagen worden. Wir vermuten zwar, da� si
h eine sol
he im Umkreis der

Drinfeld-Moduln-Theorie �nden lie�e, wollen das hier aber ni
ht versu
hen.

Jetzt k

�

onnen wir s
hlie�li
h sagen, was die Steenrod-Algebra ist.

De�nition 1.1.9. Die Steenrod-Algebra A sei die zu A

�

duale Hopf-Algebra.

Das Dual der reduzierten dualen Steenrod-Algebra nennt man au
h man
hmal

die reduzierte Steenrod-Algebra: A

red

= (A

red

�

)

�

. A

red

ist eine Hopf-Unteralgebra von

A.

1.1.3 Milnor-Basis

Da es im folgenden um das Re
hnen in und mit der Steenrod-Algebra geht, ist

uns die De�nition A = (A

�

)

�

ni
ht explizit genug. Milnor hat in [34℄ eine sehr

bequeme Vektorraumbasis von A angegeben und die Multiplikation in dieser Basis

bes
hrieben. (Siehe au
h [29℄, 
h. 15.1). Dies wollen wir hier rekapitulieren.

Wir s
hreiben h�;�i : A
A

�

! F

p

f

�

ur die Dualit

�

atspaarung zwis
hen A und A

�

.

Eine Vektorraumbasis von A

red

�

wird dur
h die Menge der Monome �

R

= �

r

1

1

� � � �

r

n

n

gebildet. Hierbei sei R = (r

1

; : : : ; r

n

) (mit variablem n) eine Exponentenfolge. Wir

bezei
hnen die duale Basis von A

red

mit P (R). Es gilt also

P (R) 2 A; jP (R)j = j�

R

j; hP (R); �

S

i = Æ

R;S

:

6



1.1 Die Steenrod-Algebra

De�nition 1.1.10. fP (R) jR Exponentenfolge g hei�t Milnor-Basis von A

red

.

Man

�

uberlegt si
h lei
ht, da� das Koprodukt auf den P (R) dur
h �(P (R)) =

P

E+F=R

P (E) 
 P (F ) gegeben ist. F

�

ur p = 2 s
hreibt man

�

ubli
herweise Sq(R)

statt P (R). Ist in R nur der erste Eintrag von Null vers
hieden, so s
hreibt man

h

�

au�g P

k

statt P (k) und Sq

k

statt Sq(k).

Milnors Bes
hreibung der Multiplikation in A

red

lautet jetzt wie folgt:

Lemma 1.1.11. Seien P (R) = P (r

1

; : : : ; r

n

) und P (S) = P (s

1

; : : : ; s

n

) Elemente

der Milnor-Basis. Dann ist

P (R) � P (S) =

X

X

�(X)P (t

1

(X); : : : ; t

n

(X))

wobei

�

uber Matrizen X = (x

i;j

)

i;j�0;i+j 6=0

summiert wird, die folgenden Eins
hr

�

an-

kungen unterworfen sind:

� Die Summe der k-ten Spalte soll s

k

sein:

s

k

= x

0;k

+ x

1;k

+ x

2;k

+ � � �+ x

n;k

:

� Die gewi
htete Summe der k-ten Zeile soll r

k

sein:

r

k

= x

k;0

+ p � x

k;1

+ p

2

� x

k;2

+ � � �+ p

n

� x

k;n

:

Der KoeÆzient �(X) ist das Produkt der diagonal gebildeten MultinomialkoeÆzien-

ten:

�(X) =

Y

k�1

(x

k;0

jx

k�1;1

j � � � jx

0;k

) mit (n

1

j � � � jn

k

) =

(n

1

+ � � �+ n

k

)!

n

1

! � � �n

k

!

:

Die t

k

s
hlie�li
h sind die diagonal gebildeten Summen

t

k

(X) = x

k;0

+ x

k�1;1

+ � � �+ x

0;k

:

Zur Bere
hnung der hierbei auftretenden MultinomialkoeÆzienten ist folgendes

Lemma n

�

utzli
h, dessen Beweis wir dem Leser als

�

Ubung empfehlen.

Lemma 1.1.12. Seien m;n 2 N und p prim.

1) S
hreibt man m =

P

m

i

p

i

, n =

P

n

i

p

i

, mit 0 � m

i

; n

i

< p, so ist (mjn) �

Q

i

(m

i

jn

i

) mod p.

2) F

�

ur m;n < p gilt

(mjn) � 0 mod p falls m+ n � p,

(mjn) 6� 0 mod p falls m+ n < p.

3) Es ist (m

1

j � � � jm

k

) = (m

1

jm

2

) � (m

1

+m

2

jm

3

j � � � jm

k

).

Kombiniert man die Aussagen dieses Lemmas, so sieht man

7



1 Hintergrund

Summe

= s

3

��
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x

0;1

x

0;2

x

0;3
� � �

x

1;0

x

1;1

x

1;2

x

1;3
� � �

gewi
htete

Summe = r

2

//___________________________________

//___________________________________

x

2;0

x

2;1

x

2;2

x

2;3
� � �

x

3;0

x

3;1

x

3;2

x

3;3
� � �

Summe = t

3

,

keine

�

Ubertr

�

age

erlaubt

66n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n

66n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Abbildung 1.1: Multiplizieren in der Milnorbasis

Korollar 1.1.13. (m

1

j � � � jm

k

) ist genau dann 6� 0 mod p wenn bei der Addition

m

1

+m

2

+ � � �+m

k

zur Basis p keine

�

Ubertr

�

age entstehen.

Der Multiplikationsalgorithmus wird in Abbildung 1.1 bildli
h dargestellt. Wir

geben trotzdem no
h ein Beispiel: F

�

ur p = 2 erh

�

alt man Sq(4) � Sq(3) = Sq(7) + 0 +

Sq(1; 2). Die zugeh

�

origen Matrizen sehen so aus:

�

3

�

2

�

1

4 2

 

��

��

1 0 2

 markiert dabei einen verbotenen

�

Ubertrag, der diesen Summanden annulliert.

F

�

ur ungerades p mu� man no
h den

�

au�eren Teil von A

�

mitbedenken. Sei dazu

Q

i

2 A dur
h

hQ

i

; �

"

�

R

i =

(

1 �

"

�

R

= �

i

0 sonst

de�niert. Hier steht " = ("

0

; "

1

; : : :) f

�

ur eine nur aus Nullen und Einsen gebildete

Exponentenfolge. Wir setzen Q(") = Q

"

=

Q

Q

"

i

i

. Damit gilt

Lemma 1.1.14. Sei p ungerade.

1) Die Q

i

erzeugen eine

�

au�ere Algebra E(Q

0

; Q

1

; : : :) � A.

2) Die Q

i

vertaus
hen mit den P (R) gem

�

a�

[P (r

1

; : : : ; r

n

); Q

s

℄ =

X

t>0

Q

s+t

P (r

1

; : : : ; r

t�1

; r

t

� p

s

; r

t+1

; : : : ; r

n

):

Falls hier r

t

� p

s

< 0 ist, wird der entspre
hende Summand weggelassen.
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1.2 Die Adams-Spektralreihe

3) fQ(")P (R) jR und " wie oben g ist die zu f �

"

�

R

g � A

�

duale Vektorraumba-

sis von A.

F

�

ur p = 2 setzt man

�

ubli
herweise Q

0

= Sq

1

, Q

1

= Sq(0; 1), Q

2

= Sq(0; 0; 1),

usw. Au
h hier erzeugen die Q

i

eine

�

au�ere Unteralgebra. Die Q

i

werden oft als

Milnors
he Bo
ksteinoperatoren bezei
hnet.

F

�

ur alle p gilt f

�

ur das Koprodukt �(Q

i

) = Q

i


 1 + 1
Q

i

.

1.1.4 Hopf-Unteralgebren

De�nition 1.1.15. Eine Unteralgebra B � A, die unter dem Koprodukt abge-

s
hlossen ist, hei�t Hopf-Unteralgebra von A.

Abges
hlossenheit bedeutet hier, da� �(B) � B 
 B ist. Ein sol
hes B ist also

selbst eine Hopf-Algebra.

Die Hopf-Unteralgebren der Steenrod-Algebra sind von Adams und Margolis in

[3℄ vollst

�

andig klassi�ziert worden. Dazu betra
htet man Funktionen

� : f 1; 2; : : : g ! f 0; 1; 2; : : : ;1g; � : f 0; 1; 2; : : : g ! f 1; 2 g

und die folgenden Bedingungen

F

�

ur alle i; j � 1 gilt jeweils �(i) � j + �(i+ j) oder �(j) � �(i+ j). (1.1)

F

�

ur alle i � 1, j � 0 mit �(i+ j) = 1 gilt �(i) � j oder �(j) = 1. (1.2)

F

�

ur p > 2 hei�t das Paar (�; �) Pro�lfunktion, falls es 1.1 und 1.2 erf

�

ullt; f

�

ur p = 2

betra
htet man � alleine und verlangt nur 1.1.

Zu einer Pro�lfunktion assoziiert man die folgenden Unterr

�

aume von A:

p > 2 : B(�; �) =

�

Q(")P (R)

�

�

r

i

< p

�(i)

; "

j

< �(j)

	

p = 2 : B(�) =

�

Sq(R)

�

�

r

i

< 2

�(i)

	

Damit gilt:

Satz 1.1.16 ([3℄). Die B(�; �) (bzw. B(�) f

�

ur p = 2) sind Hopf-Unteralgebren von

A und jede Hopf-Unteralgebra von A ist von dieser Form.

Auf die B(�; �) werden wir in Abs
hnitt 2.2.2 zur

�

u
kkommen.

1.2 Die Adams-Spektralreihe

Die Steenrod-Algebra wurde urspr

�

ungli
h ni
ht, wie bei uns gerade ges
hehen, rein

algebrais
h de�niert: man hat sie ni
ht er- sondern gefunden, und zwar bei der

Untersu
hung des Kohomologiefunktors H

�

(�; F

p

). Dem wenden wir uns nun zu.

Klassis
he Texte zu diesem Thema sind [42℄ und [37℄.
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1 Hintergrund

1.2.1 Steenrod-Operationen auf der Kohomologie

De�nition 1.2.1. Eine Kohomologieoperation ist eine nat

�

urli
he Transformation

� : H

i

(�; F

p

)! H

j

(�; F

p

).

Zur Klarstellung sei gesagt, da� wir hier die H

�

(�; F

p

) als Funktoren

Top

�

! Set

betra
hten. Wir bes
hr

�

anken uns also auf R

�

aume, die einen ausgezei
hneten Basis-

punkt besitzen, und verstehen demgem

�

a� unter H

�

(X ; F

p

) immer die reduzierten

Kohomologiegruppen. Da wir uns au�erdem ni
ht mit Problemen und Pathologien

aus der mengentheoretis
hen Topologie herums
hlagen wollen, nehmen wir immer

stills
hweigend an, da� alle R

�

aume zu CW-Komplexen homotopie

�

aquivalent sind.

Die De�nition besagt also, da� uns f

�

ur jeden Raum X 2 Top

�

eine Abbildung

�

X

: H

i

(X ; F

p

)! H

j

(X ; F

p

) gegeben sein soll, die kein Homomorphismus zu sein

brau
ht. Diese Abbildung soll f

�

ur alle R

�

aume auf die glei
he Weise de�niert sein:

verglei
ht man n

�

amli
h zwei R

�

aume X; Y 2 Top

�

dur
h eine stetige Abbildung

f : X ! Y , so soll das Diagramm

H

i

(Y ; F

p

)

f

�

��

�

Y //
H

j

(Y ; F

p

)

f

�

��

H

i

(X ; F

p

)

�

X //
H

j

(X ; F

p

)

kommutieren.

Ein sehr einfa
hes Beispiel ist die Transformation x 7! x

k

von H

i

(�; F

p

) na
h

H

ki

(�; F

p

). Etwas anspru
hsvoller ist die sogenannte Bo
ksteinoperation. Zu der kur-

zen exakten Sequenz

0

//
F

p

�p

//
Z=p

2

Z

mod p

//
F

p

//
0

geh

�

ort bekanntli
h eine lange exakte Sequenz der Kohomologiegruppen

� � �

//
H

i

(X ;Z=p

2

Z)

mod p

//
H

i

(X ; F

p

)

�

p

//
H

i+1

(X ; F

p

)

//
� � �

�

p

ist besagte Bo
ksteinoperation und das einfa
hste Beispiel f

�

ur die folgende

De�nition 1.2.2. Eine stabile Kohomologieoperation der Dimension n ist eine Fa-

milie � = (�

k

)

k2Z

von Kohomologieoperationen

H

k

(X ; F

p

)

�

k //
H

n+k

(X ; F

p

);

f

�

ur die

H

k

(X ; F

p

)

�

=

��

�

k //
H

n+k

(X ; F

p

)

�

=

��

H

k+1

(�X ; F

p

)

�

k+1

//
H

n+k+1

(�X ; F

p

)

kommutiert.
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1.2 Die Adams-Spektralreihe

Hier ist �X = C

+

X [

X

C

�

X die Einh

�

angung von X , die bekanntli
h aus zwei

Kegeln C

�

X

�

uber X dur
h Verklebung l

�

angs des gemeinsamen Bodens entsteht. Die

im Diagramm auftretenden Einh

�

angungsisomorphismen H

i

(X ; F

p

)! H

i+1

(�X ; F

p

)

stammen aus der Mayer-Vietoris-Sequenz

H

i

(C

+

X)�H

i

(C

�

X)! H

i

(X)

�

= //
H

i+1

(�X)! H

i+1

(C

+

X)�H

i+1

(C

�

X)

Da die Kegel zusammenziehbar sind, ist n

�

amli
h H

�

(C

�

X) = 0.

Die Bedeutung der Steenrod-Algebra f

�

ur die Topologie wird nun dur
h folgenden

Satz o�enbar, zu dem ni
ht wenige Topologen beigetragen haben.

Satz 1.2.3. Die Steenrod-Algebra ist die Algebra der stabilen Kohomologieoperatio-

nen auf H

�

(�; F

p

).

Etwas ausf

�

uhrli
her gesagt:

� F

�

ur jedes X ist H

�

(X ; F

p

) in nat

�

urli
her Weise ein Modul

�

uber der Steenrod-

Algebra zu dieser Primzahl.

Insbesondere geh

�

ort also zu jedem a 2 A eine Kohomologieoperation

H

i

(X ; F

p

) 3 x

� L

a //
a � x 2 H

i+jaj

(X ; F

p

):

Damit gilt:

� Diese Kohomologieoperationen sind stabil.

� Jede stabile Kohomologieoperation ist von dieser Form f

�

ur ein eindeutig be-

stimmtes a 2 A.

Beispielsweise ist Q

0

gerade die oben bes
hriebene Bo
ksteinoperation.

Man bea
hte, da� insbesondere jede stabile Kohomologieoperation additiv ist.

Au�erdem kann keine ni
httriviale stabile Kohomologieoperation die Dimension ver-

mindern; dies gilt sogar ohne die Forderung der Stabilit

�

at.

Satz 1.2.4. Die A-Operation auf H

�

(X ; F

p

) hat folgende Eigens
haften: F

�

ur unge-

rades p und x; y 2 H

�

(X ; F

p

) gilt:

Cartan-Formel: P (R)(xy) =

P

E+F=R

P (E)x � P (F )y.

Instabilit

�

at: jxj = 2r ) P

r

x = x

p

,

jxj < 2r ) P

r

x = 0.

Au�erdem ist Q

0

x = �

p

x.

F

�

ur p = 2 hat man analog:

Cartan-Formel: Sq(R)(xy) =

P

E+F=R

Sq(E)x � Sq(F )y.

Instabilit

�

at: jxj = r ) Sq

r

x = x

2

,

jxj < r ) Sq

r

x = 0.

Au�erdem ist Q

0

x = �

2

x.

Die Beziehung Sq

jxj

x = x

2

ist f

�

ur die Bezei
hnung Sq verantwortli
h: Sq steht

f

�

ur \square" und wird au
h so gelesen.
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1 Hintergrund

1.2.2 Kohomologie von Eilenberg-Ma
Lane-R

�

aumen

Sei R eine abels
he Gruppe, n 2 N . Zur Erinnerung:

De�nition 1.2.5. Ein Raum X 2 Top

�

hei�t Eilenberg-Ma
Lane-Raum vom Typ

(R; n) falls

�

j

(X) =

(

R f

�

ur j = n,

0 sonst.

Ein sol
hes X existiert zu jedem R und n und ist bis auf Homotopie

�

aquivalenz

eindeutig bestimmt. Es wird

�

ubli
herweise dur
h K(R; n) bezei
hnet.

Wir betra
hten den Fall R = F

p

. Aus dem Satz von Hurewi
z folgt, da�

H

k

(K(F

p

; n); F

p

) =

(

0 f

�

ur k < n,

F

p

f

�

ur k = n.

Sei �

n

2 H

n

(K(F

p

; n); F

p

) die damit der 1 2 F

p

entspre
hende Fundamentalklas-

se. Der folgende Satz zeigt no
hmals die Bedeutung der Steenrod-Algebra f

�

ur die

Homotopietheorie auf:

Satz 1.2.6. H

�

(K(F

p

; n); F

p

) ist die von �

n

frei erzeugte instabile Algebra

�

uber der

Steenrod-Algebra.

Unter einer instabilen Algebra ist dabei ein graduierter A-Modul M mit einer

graduiert-kommutativen MultiplikationM
M !M zu verstehen, f

�

ur den die oben

als \Cartan-Formel" bzw. \Instabilit

�

at" bezei
hneten Re
henregeln gelten.

Damit sind Homologie und Kohomologie der Eilenberg-Ma
Lane-R

�

aume explizit

bekannt. Stellt man Eilenberg-Ma
Lane-R

�

aume und Sph

�

aren in dieser Beziehung

gegen

�

uber, so ergibt si
h das folgende Bild, in dem eine gewisse Spiegelsymmetrie

zu erkennen ist.

Homologie Homotopie

K(F

p

; n) Steenrod-Algebra einfa
h

S

n

einfa
h sehr kompliziert

Wir werden weiter unten bei der Diskussion der Adams-Spektralreihe hierauf zur

�

u
k-

kommen.

Sei A~�

n

der freie A-Modul

�

uber einem Erzeugenden ~�

n

der Dimension n. Wir

betra
hten die A-lineare Abbildung �

n

: A~�

n

! H

�

(K(F

p

; n); F

p

) mit ~�

n

7! �

n

.

Lemma 1.2.7. �

n

ist in den Dimensionen < 2n ein Isomorphismus.

Beweisskizze. Sei X = K(F

p

; n). Die Instabilit

�

atsrelationen in H

�

(X ; F

p

) setzen erst

in der Dimension pn mit P

n=2

�

n

= �

p

n

ein; da si
h daraus keine Relationen zwis
hen

den a�

n

mit jaj < n herleiten lassen, ist �

n

bis zur Dimension pn� 1 injektiv.

Andererseits ist �

n

bis zur Dimension 2n�1 au
h surjektiv: Da H

�

(X ; F

p

) dur
h

Steenrod-Operationen und Multiplikationen aus �

n

erzeugt wird, mu� si
h jede Klas-

se, die ni
ht im Bild von �

n

ist, aus Produkten zusammensetzen. Da die Kohomologie

von X aber erst in der Dimension n anf

�

angt, hat jedes ni
httriviale Produkt min-

destens Dimension 2n.
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1.2 Die Adams-Spektralreihe

Geht man nun ges
hi
kt zum Limes

�

uber die K(F

p

; n)

�

uber, so kann man aus

den H

�

(K(F

p

; n); F

p

) einen freien A-Modul herauss
h

�

alen:

Korollar 1.2.8. Der Limes

H F

p

k

H F

p

:= lim

 

H

k+n

(K(F

p

; n); F

p

)

ist ein freier A-Modul mit einem Erzeugenden � in der Dimension Null.

Um die Bildung sol
her Limiten und ihre homotopietheoretis
he Interpretation

geht es im n

�

a
hsten Abs
hnitt.

1.2.3 Stabile Homotopietheorie

Stabile Homotopietheorie ist eine Approximation an die Homotopietheorie, die ne-

ben vielen anderen Vorz

�

ugen au
h den ni
ht unbedeutenden hat, einfa
her als die

gew

�

ohnli
he zu sein. Es ist unm

�

ogli
h, auf wenigen Seiten eine au
h nur ann

�

ahernd

ad

�

aquate Einf

�

uhrung in dieses wi
htige und umfangrei
he Gebiet zu geben. Wir be-

s
hr

�

anken uns deshalb auf die \bare essentials". Der wi�begierige Leser m

�

oge si
h aus

[43℄, [2℄ oder [29℄ weitere Hinweise besorgen. Wer aktuellere Entwi
klungen verstehen

m

�

o
hte, kommt um die te
hnis
h anspru
hsvolleren [22℄ und [18℄ ni
ht herum.

De�nition 1.2.9. Seien X; Y 2 Top

�

, X kompakt. Die Elemente des Kolimes

fX; Y g := 
olim

!

[�

k

X;�

k

Y ℄

hei�en stabile Homotopieklassen.

Na
h Konstruktion hat man eine nat

�

urli
he Abbildung [X; Y ℄ ! fX; Y g, und

eine kanonis
he Bijektion fX; Y g

�

=

f�X;�Y g. Aus letzterer folgt, da� f�

k

X;�

l

Y g

f

�

ur beliebige ganze Zahlen k; l 2 Z Sinn ma
ht: dazu setze man einfa
h

f�

k

X;�

l

Y g := f�

n+k

X;�

n+l

Y g sobald n+ k � 0 und n+ l � 0.

Man erh

�

alt somit eine Kategorie, wenn man als Objekte \formale Einh

�

angungen"

�

k

X , k 2 Z, und als Morphismen die stabilen Homotopiemengen w

�

ahlt. Diese Ka-

tegorie SW ist als Spanier-Whitehead-Kategorie bekannt. Man hat o�enbar einen

kanonis
hen Funktor Top

�

! SW mit X 7! �

0

X .

Beim Verglei
h zwis
hen stabilen und gew

�

ohnli
hen Homotopiemengen zeigt si
h,

da� die fX; Y g immer no
h geometris
h interpretiert werden k

�

onnen:

Satz 1.2.10 (Freudenthal's Einh

�

angungssatz). F

�

ur dimX � 2 � 
onn Y ist

[X; Y ℄! [�X;�Y ℄ bijektiv.

Hier ist 
onn Y die Konnektivit

�

at von Y : 1 + 
onn Y = minfj j �

j

(Y ) 6= 0g. Da

man dim�

k

X = k+dimX und 
onn�

k

Y = k+
onnY hat, wird der Kolimes in der

De�nition von fX; Y g angenommen: es ist fX; Y g = [�

k

X;�

k

Y ℄ f

�

ur alle hinrei
hend

gro�en k.

13



1 Hintergrund

nnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 2 2 12 2 2 3 15 2 2

2

3 1 2 2 12 2 2 3 15 2 2

2

12.2

4 1 2 2 1.12 2

2

2

2

24.3 15 2 2

3

120.12.2

5 1 2 2 24 2 2 2 30 2 2

3

72.2

6 1 2 2 24 0 1 2 60 24.2 2

3

72.2

7 1 2 2 24 0 0 2 120 2

3

2

4

24.2

8 1 2 2 24 0 0 2 1.120 2

4

2

5

24

2

:2

9 1 2 2 24 0 0 2 240 2

3

2

4

24.2

10 1 2 2 24 0 0 2 240 2

2

1:2

3

12.2

11 1 2 2 24 0 0 2 240 2

2

2

3

6.2

12 1 2 2 24 0 0 2 240 2

2

2

3

6

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Abbildung 1.2: �

n+k

(S

n

) na
h [46℄, zitiert na
h [39℄. a:b:
 : : : steht f

�

ur Z

a

�Z

b

� � � � ,

1 steht f

�

ur Z, 0 f

�

ur 0. Z

a

steht f

�

ur Z=aZ.

De�nition 1.2.11. �

stab

n

(X) := fS

n

; Xg hei�t n-te stabile Homotopiegruppe von

X .

Da S

k

= �

k

S

0

ist, hat man �

stab

n+k

(S

k

) = �

stab

n

(S

0

) f

�

ur alle n; k. Man s
hreibt

deswegen au
h einfa
h �

stab

n

(S) oder gar �

stab

n

f

�

ur diese Gruppe. �

stab

n

(S) wird n-

Stamm oder au
h n-te stabile Homotopiegruppe der Sph

�

are genannt. Abbildung 1.2

zeigt einen Teil der von Toda in [46℄ bere
hneten Homotopiegruppen �

n+k

(S

n

). Dort

kann man die Stabilisierung dieser Gruppen sehr s
h

�

on erkennen.

In der stabilen Homotopietheorie erweitert man die De�nition von fX; Y g so,

da� man f

�

ur X und Y weit mehr als nur kompakte R

�

aume einsetzen darf.

De�nition 1.2.12. Ein Pr

�

aspektrum ist eine Folge von R

�

aumen (E

n

)

n�0

aus Top

�

mit Strukturabbildungen �

n

: �E

n

! E

n+1

.

Ein Beispiel hierf

�

ur haben wir s
hon gesehen: die Eilenberg-Ma
Lane-R

�

aume

K(R; n) lassen si
h dur
h Abbildungen

�K(R; n)! K(R; n+ 1)

miteinander verbinden, und genau

�

uber diese Abbildungen haben wir oben den Li-

mes lim

 

H

n+k

(K(F

p

; n); F

p

) gebildet. Ein anderes Beispiel sind die Einh

�

angungs-

pr

�

aspektren zu X 2 Top

�

: hier setzt man E

n

= �

n

X , die Strukturabbildungen

�

n

: ��

n

X ! �

n+1

X seien die Identit

�

at.

Generell sollte man si
h ein Pr

�

aspektrum E als geri
htetes System

E

0

�

�1

�

0 //
�

�1

E

1

�

�2

�

1 //
�

�2

E

2

�

�3

�

2 //
�

�3

E

3

�

�4

�

3 //
� � �

vorstellen, da� si
h nur leider in Top

�

ni
ht interpretieren l

�

a�t, ges
hweige, da� es

dort einen Limes h

�

atte. Die Homotopietheoretiker sind nun aber,

�

uber den langen

14



1.2 Die Adams-Spektralreihe

und m

�

uhsamen Weg von [23℄ dur
h [2℄ zu [18℄, in die gl

�

u
kli
he Lage gekommen,

diese fehlenden Limiten adjungieren zu k

�

onnen: man hat eine Kategorie Spe
tra

konstruiert, in der ebenfalls Homotopietheorie betrieben werden kann. Die Objekte

dieser Kategorie hei�en Spektren. Na
h Konstruktion hat man einen Funktor

�

1

: Top

�

! Spe
tra

der jedemX das zugeh

�

orige Einh

�

angungsspektrum zuordnet. Dabei ist f

�

ur kompaktes

X

[�

1

X;�

1

Y ℄

Ho(Spe
tra)

= fX; Y g:

Der

�

Ubergang von Top

�

zu Spe
tra hat also gerade den oben bes
hriebenen Sta-

bilisierungse�ekt.

Spektren lassen si
h ni
ht nur ein-, sondern au
h aush

�

angen. Hat man ein Pr

�

a-

spektrum E so kann man deshalb das zugeh

�

orige geri
htete System in Spe
tra

realisieren

�

1

E

0

�

�1

�

0 //
�

1�1

E

1

�

�2

�

1 //
�

1�2

E

2

�

�3

�

2 //
�

1�3

E

3

�

�4

�

3 //
� � �

und dort besitzt es einen Kolimes: das zu E assoziierte Spektrum. Umgekehrt l

�

a�t

si
h au
h jedes Spektrum als ein sol
her Kolimes s
hreiben.

Stabile Homotopietheorie ist nun ni
hts anderes als die Homotopietheorie der

Spektren. In vielerlei Hinsi
ht ist Homotopietheorie in Spe
tra anders als Homoto-

pietheorie in Top

�

. Wir stellen ein paar Eigenheiten kurz vor:

� Ho(Spe
tra) ist eine additive Kategorie: f

�

ur E;F 2 Spe
tra ist [E;F ℄ eine

abels
he Gruppe.

Dies folgt daraus, da� Spektren immer als Einh

�

angung ges
hrieben werden k

�

onnen:

E = �

2

�

�2

E und s
hon in der gew

�

ohnli
hen Homotopietheorie ist [�

2

X; Y ℄ immer

eine abels
he Gruppe. Tats

�

a
hli
h gilt sogar

� Ho(Spe
tra) ist eine triangulierte Kategorie in Bezug auf die Gesamtheit der

Dreie
ke

E

f

//
F

zzuu
uu

uu
uu

uu

F [

f

CE

dd
d$

d$
d$

d$
d$

d$

Dabei ist f : E ! F eine beliebige Abbildung aus Spe
tra.

Ein Pfeil X

///o/o
Y bezei
hnet dabei eine Abbildung X

//
�Y . Die Aussage bedeutet

im wesentli
hen, da� [Z;�℄ und [�; Z℄ f

�

ur jedes Z 2 Spe
tra dieses Dreie
k in eine

lange exakte Sequenz

�

uberf

�

uhren. Insbesondere erh

�

alt man im Fall Z = S

n

zu jeder

Inklusion A� X eine lange exakte Homotopiesequenz

� � � ! �

n

(A)! �

n

(X)! �

n

(X=A)! �

n�1

(A)! � � � :

X 7! �

�

(X) ist also f

�

ur Spektren X eine Homologietheorie.
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1 Hintergrund

� Jede verallgemeinerte Kohomologietheorie E

�

(�) : Top

�

! Ab setzt si
h

kanonis
h auf Spe
tra fort und ist dort darstellbar.

Darstellbarkeit hei�t, da� es ein im wesentli
hen eindeutig bestimmtes Spektrum E

gibt, f

�

ur das auf nat

�

urli
he Weise E

k

(X) = [�

k

X;E℄ f

�

ur alle X 2 Spe
tra gilt.

Auf Spektren l

�

a�t si
h der Smash-Produkt-Funktor ^ : Top

�

�Top

�

! Top

�

�

ubertragen.

� Jede verallgemeinerte Homologietheorie E

�

(�) : Top

�

! Ab setzt si
h kano-

nis
h auf Spe
tra fort und ist dort darstellbar.

Hier soll Darstellbarkeit hei�en, da� es ein kanonis
hes E 2 Spe
tra mit E

k

(X) =

�

k

(E ^X) f

�

ur alle X 2 Spe
tra gibt.

Unser wi
htigstes Beispiel ist die gew

�

ohnli
he Kohomologie: es ist

H

k

(X ;R) = [�

k

X;HR℄; H

k

(X ;R) = �

k

(HR ^X)

wobei

HR := 
olim

!

�

1�n

K(R; n)

das Eilenberg-Ma
Lane-Spektrum zu R 2 Ab ist. Dieses k

�

onnte man au
h dur
h

�

j

(HR) =

(

R j = 0

0 sonst

bis auf Homotopie

�

aquivalenz 
harakterisieren.

In Korollar 1.2.8 haben wir bereits gesehen, da� H F

p

�

H F

p

ein freier A-Modul

�

uber � 2 H F

p

0

H F

p

ist. Wie wir jetzt wissen, k

�

onnen wir dies au
h als

H F

p

�

H F

p

= [�

�

H F

p

; H F

p

℄ = �

�

(End(H F

p

))

s
hreiben. Da Endomorphismen einen Ring bilden, ist folgender Satz wohl ni
ht

unplausibel:

Satz 1.2.13. �

�

(End(H F

p

)) ist die Steenrod-Algebra zur Primzahl p.

Dem � aus Korollar 1.2.8 entspri
ht einfa
h die identis
he Abbildung auf H F

p

.

1.2.4 Adams-Spektralreihe

Wir n

�

ahern uns dem Ende unseres kleinen S
hnellkurses in Homotopietheorie. Als

letztes m

�

o
hten wir no
h erkl

�

aren, was die Adams-Spektralreihe ist und tut, bevor

wir uns dann unserer eigentli
hen Bestimmung, n

�

amli
h der unverf

�

als
hten, reinen

Algebra, zuwenden werden.

Erinnern wir uns an die kleine Tabelle in Abs
hnitt 1.2.2, jetzt in stabilisierter

Form:

Kohomologie Homotopie

H F

p

Steenrod-Algebra einfa
h

S einfa
h sehr kompliziert
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1.2 Die Adams-Spektralreihe

Die Idee hinter der Adams-Spektralreihe besteht darin, ein ziemli
h beliebiges Spek-

trum X so gut wie m

�

ogli
h aus Eilenberg-Ma
Lane-Spektren na
hzubauen. Bei die-

sem Prozess

� entsteht aus den bekannten und ziemli
h banalen Homotopiegruppen der Eilen-

berg-Ma
Lane-Spektren die wom

�

ogli
h sehr komplizierte Struktur der Homo-

topiegruppen �

�

(X)

w

�

ahrend glei
hzeitig

� die Kohomologie von X aus der Kohomologie der Eilenberg-Ma
Lane-Spek-

tren, dh. aus freien A-Moduln, na
hgebaut wird.

Die Komplexit

�

at von �

�

(X) sollte also dem Ma� der Unfreiheit von H

�

(X ; F

p

) als

A-Modul entspre
hen.

Die Idee des Na
hbaus wird { allerdings in invertierter Form: als Abbau { in der

folgenden De�nition pr

�

azisiert. Sei X ein Spektrum und p prim.

De�nition 1.2.14 (vgl. [39℄, Ch. 2.1). Eine Adams-Aufl

�

osung von X bez

�

ugli
h

H F

p

ist ein Diagramm

X = X

0

r

0

$$I
IIIIIIII

X

1

g

1

oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/

r

1

  B
BB

BB
BB

B
X

2

g

2

oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/

r

2

  B
BB

BB
BB

B
: : :

g

3

oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/

E

0

s

0

>>||||||||

E

1

s

1

>>||||||||

E

2

s

2

>>|||||||||

von Spektren X

i

, soda� folgendes gilt:

� Jedes g

i

induziert in der Kohomologie H

�

(�; F

p

) die Null.

� Jedes E

i

ist ein verallgemeinertes Eilenberg-Ma
Lane-Spektrum V zu einem

graduierten F

p

-Vektorraum V

i

.

Ist also V

i

= �

j

V

i;j

die Zerlegung in homogene Bestandteile, so soll

E

i

=

_

j

�

j

HV

i;j

sein. Damit gilt insbesondere �

j

(HV

i

) = V

i;j

.

� In jedem Dreie
k ist X

i+1

= E

i

[

r

i

CX

i

.

Letzteres darf und sollte man si
h als �X

i+1

� X

i

mit X

i

=�X

i+1

= E

i

vorstel-

len; beim S
hritt von X

i

zu �X

i+1

wird also nur ein verallgemeinertes Eilenberg-

Ma
Lane-Spektrum von X

i

weggenommen.

Man kann zeigen, da� jedes Spektrum eine sol
he Adams-Aufl

�

osung besitzt. Aus

einer sol
hen Aufl

�

osung ergeben si
h

� eine Filtrierung von �

�

(X) dur
h die Bilder �

�+k

(X

k

)! �

�

(X),
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1 Hintergrund

� eine Folge langer exakter Homotopiesequenzen

� � � ! �

t+1

(X

s+1

)! �

t

(X

s

)! �

t

(E

s

)! �

t

(X

s+1

)! � � �

und

� eine A-freie Aufl

�

osung

H

�

(X) H

�

(X

1

)

��

s

�

0

����
��

��
��

�
H

�

(X

2

)

��

s

�

1

����
��

��
��

�

H

�

(E

0

)

d

0

____>>>>>>>>>

H

�

(E

1

)

r

�

1

____?????????
d

1oo
H

�

(E

2

)

r

�

2

____?????????
d

2oo

� � �

von H

�

(X ; F

p

).

Diese Zutaten werden im folgenden Satz systematis
h zusammengebra
ht.

Satz 1.2.15. Zu jeder Adams-Aufl

�

osung von X geh

�

ort eine Spektralreihe E

s;t

r

, d

r

:

E

s;t

r

! E

s+r;t�r�1

r

, r � 1, mit:

� E

s;t

1

= �

t

(E

s

) = Hom

t

A

(H

�

(E

s

); F

p

).

� E

s;t

2

= Ext

s;t

A

(H

�

(X); F

p

).

� Falls alle Homotopiegruppen �

k

(X) endli
h erzeugt sind und �

k

(X) = 0 f

�

ur

k � 0 gilt, so konvergiert die Spektralreihe gegen die p-Lokalisierungen �

t�s

(

X)

(p)

.

� Die E

r

und d

r

f

�

ur r � 2 h

�

angen ni
ht mehr von der Wahl der Adams-Aufl

�

osung

ab.

Die zur Konvergenz n

�

otigen Annahmen sind in den von uns anvisierten F

�

allen

immer erf

�

ullt. Au
h ist klar, da� man Konvergenz ni
ht gegen die Homotopiegrup-

pen selbst, sondern bestenfalls gegen die p-Lokalisierung dieser Gruppen erwarten

darf; s
hlie�li
h kann H

�

(�; F

p

) Torsionsph

�

anomene zu den von p vers
hiedenen

Primzahlen einfa
h ni
ht sehen.

Die Bigraduierung der Ext-Gruppen erkl

�

art si
h daraus, da� dieH

�

(E

i

; F

p

) selber

s
hon eine Graduierung mitbringen. In dem Ausdru
k Ext

s;t

A

(�;�) steht s f

�

ur den

�

ubli
hen homologis
hen Grad und t f

�

ur diesen internen Grad.

Wir erw

�

ahnen no
h eine Verallgemeinerung:

Satz 1.2.16. F

�

ur Spektren X und Y l

�

a�t si
h aus einer Adams-Aufl

�

osung von Y

eine Spektralreihe

E

s;t

2

= Ext

s;t

A

(H

�

(Y ); H

�

(X))) [�

t�s

X; Y ℄

(p)

konstruieren, die unter verglei
hbaren Bedingungen konvergiert.
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.

.

.

�

OO

�

�

�

�

t� s :

0 1 2 3 4 5 6 7

� � �

Abbildung 1.3: E

2

-Term f

�

ur �

�

(H Z)

1.2.5 Beispiele

Wir geben zwei Beispiele zur Illustration der Spektralsequenz.

X = H Z: Unabh

�

angig von p sieht der E

2

-Term wie in Abbildung 1.3 aus.

Dabei haben wir das gebr

�

au
hli
he Koordinatensystem f

�

ur sol
he Darstellungen mit

(x; y) = (t� s; s) verwendet. Im Bild ist in jedem K

�

ast
hen eine Basis von

Ext

s;t

A

(H

�

(H Z; F

p

); F

p

) =

(

F

p

t� s = 0;

0 t� s 6= 0;

dur
h Punkte dargestellt. Die Spektralreihe kollabiert, weil keine ni
httrivialen Dif-

ferentiale m

�

ogli
h sind. Eine Adams-Aufl

�

osung von H Zwird dur
h

H Z

��
@@

@@
@@

@ H Z

��
@@

@@
@@

@

�p

oo
H Z

��
@@

@@
@@

@

�p

oo
� � �

�p

oo

H F

p

??
?�

?�
?�

?�

Q

0 ///o/o/o/o/o/o
H F

p

??
?�

?�
?�

?�

Q

0 ///o/o/o/o/o/o
H F

p

@@
@�

@�
@�

@�

Q

0 ///o/o/o/o/o
� � �

gegeben. Die zugeh

�

orige Adams-Filtrierung von �

�

(H Z) = �

0

(H Z) = Z ist gerade

Z� pZ� p

2

Z� p

3

Z� � � �

und was man im Bild sieht sind die Quotienten

E

s;s

2

= E

s;s

1

= p

s

Z

(p)

=p

s+1

Z

(p)

= p

s

Z=p

s+1

Z

�

=

F

p

:

Aus der Adams-Aufl

�

osung ergibt si
h

�

ubrigens, da� H

�

(H Z; F

p

) = A=AQ

0

ist.

X = S: Wir betra
hten hier nur p = 2. F

�

ur die Sph

�

are sieht der E

2

-Term s
hon

komplizierter aus. Abbildung 1.4 zeigt den Anfangsberei
h t� s � 9. Die vertikalen

Linien zeigen die Wirkung Ext

s;t

A

! Ext

s+1;t+1

A

der Multiplikation x 7! h

0

x. Dabei

ist h

0

2 E

1;1

2

das von Null vers
hiedene Element. Die diagonalen Linien zeigen ganz

analog die Multiplikation mit 0 6= h

1

2 E

1;2

2

. Au
h diese Spektralreihe kollabiert,

allerdings nur in dem von uns betra
hteten Berei
h. Man erkennt, da� �

k

(S)

(2)

f

�

ur

k � 9 eine Kompositionsreihe mit den folgenden Quotienten hat:
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1 Hintergrund

.

.

.

�

OO

�

� � �

� � � �

~~~
�

� �

~~~
� � � �

~~~

� �

~~~
� �

~~~

�

~~~

t� s :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

� � �

Abbildung 1.4: E

2

-Term f

�

ur �

�

(S)

(2)

bis zur Dimension 9

�

0

(S) : F

2

, F

2

, F

2

, F

2

, . . .

�

1

(S) : F

2

�

2

(S) : F

2

�

3

(S) : F

2

, F

2

, F

2

�

4

(S) : 0

�

5

(S) : 0

�

6

(S) : F

2

�

7

(S) : F

2

, F

2

, F

2

, F

2

�

8

(S) : F

2

, F

2

�

9

(S) : F

2

, F

2

, F

2

Man verglei
he dies mit Abbildung 1.2.

Mehr zur Adams-Spektralreihe �ndet der interessierte Leser in [39℄. Wir wollen

aber jetzt zum algebrais
hen Kern dieser Arbeit kommen, und beenden deswegen

hier den topologis
hen Eins
hub.

1.3 Minimale Aufl

�

osungen

Wir haben ho�entli
h den Leser davon

�

uberzeugt, da� die Ext-Gruppen Ext

s;t

A

(M;N)

in der Homotopietheorie eine wi
htige Rolle spielen. Um Methoden zu ihrer Bere
h-

nung wird es im folgenden gehen.

1.3.1 Allgemein

Will man Kohomologiegruppen bere
hnen, so kommt man am Begri� der Aufl

�

osung

ni
ht vorbei: es gibt kein algorithmis
hes Verfahren, das sol
he Gruppen direkt, dh.

ohne Bezug auf eine Aufl

�

osung, bestimmen k

�

onnte.

A sei im folgenden eine graduierte, zusammenh

�

angende, lokal endli
h-dimensio-

nale Hopf-Algebra mit Konjugation

�

uber einem K

�

orper k. Mit I bezei
hnen wir das

Augmentationsideal I = ker " : A! k. Alle von uns betra
hteten Moduln seien von

unten bes
hr

�

ankt, dh. es sei M

j

= 0 f

�

ur j � 0. Sei M ein A-Modul.

De�nition 1.3.1. Eine Aufl

�

osung von M

�

uber A ist ein Kettenkomplex

C

0

C

1

d

1oo
C

2

d

2oo
C

3

d

3oo
� � �

d

4oo
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1.3 Minimale Aufl

�

osungen

aus freien A-Moduln C

s

mit einer Augmentation d

0

: C

0

!M , soda�

M

C

0

d

0oo
C

1

d

1oo
C

2

d

2oo
C

3

d

3oo
� � �

d

4oo

exakt ist.

Wir betra
hten also auss
hlie�li
h freie Aufl

�

osungen, unter anderem weil

�

uber

der Steenrod-Algebra sowieso jeder von unten bes
hr

�

ankte, projektive Modul frei ist

([29℄, Ch. 13.3, Th. 12). IstM = k, so spri
ht man au
h s
hli
ht von einer Aufl

�

osung

von A.

Hat man eine sol
he Aufl

�

osung, so setzt man bekanntli
h

Tor

A

s;t

(M;N) = H

s;t

(N 


A

C

�

) und Ext

s;t

A

(M;N) = H

s;t

(Hom

A

(C

�

; N)):

Tats

�

a
hli
h rei
ht es, Aufl

�

osungen von k zu betra
hten, denn man hatM

�

=

M^k

und das folgende

Lemma 1.3.2. Ist C

�

eine Aufl

�

osung von M , so ist N ^ C

�

eine Aufl

�

osung von

N ^M .

Beweis. N ^ C

�

ist wieder exakt, weil wir das Tensorprodukt

�

uber einem K

�

orper

bilden, und aufgrund von Lemma 1.1.5 ist N ^ C

�

wieder ein Komplex freier A-

Moduln.

Ext

s;t

A

(M; k) und Tor

A

s;t

(M; k) sind zueinander duale Vektorr

�

aume, denn es gilt

Lemma 1.3.3. F

�

ur jeden A-Modul M ist (k 


A

M)

�

= Hom

A

(M; k).

Beweis. Als A-Modul ist k = A=I , weil I = ker " : A ! k und " surjektiv ist. Also

ist k 


A

M = M=IM f

�

ur jeden A-Modul M . Ein  : M ! k ist aber genau dann

A-linear, wenn es auf IM vers
hwindet, denn I operiert auf dem Bild als Null. Also

ist Hom

A

(M; k) = Hom

k

(M=IM; k) = Hom

k

(k 


A

M; k) wie behauptet.

Im folgenden seien C

�

, C

0

�

, et
. Aufl

�

osungen von k

�

uber A.

De�nition 1.3.4. Eine Aufl

�

osung C

�

hei�t minimal, wenn die folgenden, unterein-

ander

�

aquivalenten, Bedingungen erf

�

ullt sind:

1) Das Di�erential auf k 


A

C

�

ist Null.

2) Das Di�erential auf Hom

A

(C

�

; k) ist Null.

3) W

�

ahlt man A-Basen in C

�

, so stammt in der diesbez

�

ugli
hen Matrixdarstellung

des Di�erentials jeder Eintrag aus dem Augmentationsideal I .

Beweis der

�

Aquivalenz. 1), 2) folgt aus Lemma 1.3.3, denn k


A

C

�

und Hom

A

(C

�

;

k) sind zueinander k-duale Kettenkomplexe. 3) ist nur eine Umformulierung von 1):

das Di�erential auf k 


A

C

�

erh

�

alt man gerade aus der in 3) betra
hteten Matrix

dur
h Reduktion modulo I .

Wir werden im n

�

a
hsten Abs
hnitt sehen, da� minimale Aufl

�

osungen existieren.
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1 Hintergrund

De�nition 1.3.5. Seien C

�

, C

0

�

Aufl

�

osungen desselben Moduls M . Eine Kettenab-

bildung � : C

�

! C

0

�

, die die Identit

�

at auf M hebt, nennen wir Verglei
hsabbildung.

Bekanntli
h, lassen si
h zwei beliebige Aufl

�

osungen immer dur
h sol
he Abbil-

dungen verglei
hen.

Lemma 1.3.6. Seien C

�

und C

0

�

Aufl

�

osungen von k und � : C

�

! C

0

�

eine Ver-

glei
hsabbildung. Dann gilt:

1) C

�

minimal ) � ist injektiv.

2) C

0

�

minimal ) � ist surjektiv.

3) C

�

und C

0

�

minimal ) � ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zun

�

a
hst 3). Bekanntli
h stiftet eine Verglei
hsabbildung einen

kanonis
hen Isomorphismus H(k 


A

C

�

)

�

=

H(k 


A

C

0

�

), da beide Seiten gerade

Tor

A

�;�

(k; k) sind. Aufgrund der Minimalit

�

at ist aber k 


A

C

�

= H(k 


A

C

�

) und

k 


A

C

0

�

= H(k 


A

C

0

�

). Also ist zumindest

id
� : k 


A

C

�

! k 


A

C

0

�

ein Isomorphismus. Wir betra
hten nun die exakten Sequenzen I

n+1

� I

n

�

I

n

=I

n+1

. Da I

n

=I

n+1

als A-Modul eine Summe von Kopien von k ist, ergibt si
h

dur
h Induktion, da� au
h jedes

id
� : A=I

n




A

C

�

! A=I

n




A

C

0

�

ein Isomorphismus ist. Da A � A=I

n

in den Dimensionen < n bijektiv ist, erh

�

alt

man im Limes die Behauptung.

1) und 2) ergeben si
h als Korollar. W

�

ahlt man n

�

amli
h eine beliebige Ver-

glei
hsabbildung  : C

0

�

! C

�

in die entgegengesetzte Ri
htung, so ist im Fall 1)

 Æ �, und im Fall 2) � Æ  ein Automorphismus.

Korollar 1.3.7. Je zwei minimale Aufl

�

osungen sind isomorph. Die minimale Auf-

l

�

osung ist ein Retrakt jeder anderen Aufl

�

osung.

Insbesondere ist die minimale Aufl

�

osung au
h dadur
h 
harakterisiert, da� sie

die kleinstm

�

ogli
he Aufl

�

osung ist.

1.3.2 Der Standardalgorithmus

Beim algorithmis
hen Bere
hnen von Aufl

�

osungen hat man es mit partiellen Auf-

l

�

osungen zu tun, und ni
ht mit vollst

�

andigen Aufl

�

osungen, die ja im allgemeinen

unendli
h-dimensionale Objekte sind.

De�nition 1.3.8. Setze (siehe Abbildung 1.5)

R

s;t

= f (u; v) 2 Z

2

j u � s; v � t g;

R

o

s;t

= R

s;t

n f (s; t) g:
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1.3 Minimale Aufl

�

osungen

t

s

R

o

s;t

R

s;t

nR

o

s;t

Abbildung 1.5: R

s;t

und R

o

s;t

F

�

ur X = R

s;t

oder X = R

o

s;t

nennen wir einen Kettenkomplex (C

�

; d

�

) aus A-freien

C

s

mit einer Augmentation d

0

: C

0

! k, soda�

k

C

0

d

0oo
C

1

d

1oo
C

2

d

2oo
C

3

d

3oo
� � �

d

4oo

in allen Bigraden (u; v) 2 X exakt ist, eine X-Aufl

�

osung von A. Zur bequemeren

Bezugnahme vereinbaren wir

R

s;t

-Aufl

�

osung =: partielle Aufl

�

osung bis (s; t),

R

o

s;t

-Aufl

�

osung =: in (s; t) erweiterbare Aufl

�

osung.

Beispielsweise ist C

anf

�

mit C

anf

0

= A, d

0

= " und C

anf

s

= 0 f

�

ur s > 0 eine partielle

Aufl

�

osung bis zu (0; 0). Dies hei�t ja einfa
h, da� " : A ! k in der Dimension 0

bijektiv ist.

Wie der Name s
hon verspri
ht, kann man Ext

s;t

A

(k; k) und Tor

A

s;t

(k; k) aus einer

partiellen Aufl

�

osung teilweise bere
hnen:

Lemma 1.3.9. Ist C

�

eine partielle Aufl

�

osung bis zu (s; t), so ist

Ext

u;v

A

(k; k) = H

u;v

(Hom

A

(C

�

; k));

Tor

A

u;v

(k; k) = H

u;v

(k 


A

C

�

)

f

�

ur u < s und v � t.

Beweis. Klar. Siehe au
h Korollar 3.1.2.

C

anf

�

dient als Ausgangspunkt f

�

ur die Konstruktion einer minimalen Aufl

�

osung.

Zur Ausdehnung folgt man dem

Erweiterungss
hritt. Sei C

�

eine in (s; t) erweiterbare Aufl

�

osung.

1) Bere
hne H

s;t

(C

�

) und w

�

ahle eine k-Basis 


1

; : : : ; 


n

2 H

s;t

(C

�

).
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1 Hintergrund

2) W

�

ahle Zykel z

1

; : : : ; z

n

2 C

s;t

mit z

i

2 


i

.

3) F

�

uge neue Erzeugende g

1

; : : : ; g

n

mit d

s+1

(g

i

) = z

i

in C

s+1;t

ein:

C

neu

s+1

= C

s+1

��

t

Ag

1

� � � � � �

t

Ag

n

;

d

neu

s+1

(g

i

) = z

i

:

Ist nun C

�

in (s; t) erweiterbar, so ist C

neu

�

eine partielle Aufl

�

osung bis (s; t). Die

neuen Erzeugenden t

�

oten na
h Konstruktion gerade die st

�

orende Homologiegruppe

H

s;t

(C

�

), und dur
h das Einf

�

ugen der neuen Erzeugenden hat man im Berei
h R

o

s;t

ni
hts ge

�

andert, soda� C

neu

�

dort exakt bleibt.

Zur Konstruktion einer partiellen minimalen Aufl

�

osung bis zu (s; t) geht man

nun so vor: man beginnt mit C

anf

�

und erweitert dies s
hrittweise gem

�

a� folgendem

S
hema:

0 1 2 3 4 5 6 7 t� 1

t

0

1

2

s� 1

s

Da� dies funktioniert sagt

Lemma 1.3.10. Ist C

�

aus C

anf

�

dur
h eine Folge von Erweiterungss
hritten ent-

standen, so ist es minimal, dh. das Di�erential auf k 


A

C

�

ist Null.

Beweis. Na
h Annahme hat C

�

eine Filtrierung

C

�

=F

s;t

C

�

�F

s;t�1

C

�

�� � ��F

s;0

C

�

�F

s�1;t

C

�

�� � ��F

0;t

C

�

�� � ��F

0;0

C

�

=C

anf

�

dur
h Unterkomplexe F

u;v

C

�

, die aus ihrem Vorg

�

anger dur
h einen Erweiterungs-

s
hritt entstanden sind. Wir m

�

ussen zeigen, da� f

�

ur jedes Erzeugende g 2 C

u;v

das Di�erential d(g) in IC

�

liegt. S
hreibe dazu d(g) =

P

i

a

i

g

i

mit a

i

2 A und

g

i

Erzeugende aus C

u�1;�

. Man erh

�

alt 0 = d

2

(g) =

P

i

a

i

d(g

i

). Wir betra
hten die

Homologieklasse der re
hten Seite in F

u�1;v�1

C

�

. Falls ja

i

j > 0 ist jg

i

j < v, soda�

a

i

g

i

2 F

u�1;v�1

C

�

; die Homologieklasse [a

i

d(g

i

)℄ 2 H

u�1;v

(F

u�1;v�1

C

�

) ist also Null.

In H

u�1;v

(F

u�1;v�1

C

�

) ist somit

X

imit a

i

2k

a

i

[d(g

i

)℄ = 0:

In den Bezei
hnungen des Erweiterungss
hritts ist dies eine k-lineare Relation zwi-

s
hen den 


i

, die aufgrund der linearen Unabh

�

angigkeit null sein mu�. Also sind alle

a

i

2 I , wie behauptet.
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�
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Abbildung 1.6: Dimension der Steenrod-Algebra f

�

ur p = 2. Gezeigt wird dim

F

2

A

n

f

�

ur n � 250.

Wir beenden das einf

�

uhrende Kapitel mit einer Tabelle. Abbildung 1.7 zeigt den

Anfang einer minimalen Aufl

�

osung der Steenrod-Algebra zur Primzahl 2, bis zur to-

pologis
hen Dimension t�s = 14. Bis hierhin ist es si
herli
h no
h mens
henm

�

ogli
h,

die Aufl

�

osung per Hand bzw. auf Papier zu bere
hnen. In h

�

oheren Dimensionen ist

das jedo
h anders: jedes Erzeugende der Aufl

�

osung f

�

uhrt ja eine eigene Kopie der

Steenrod-Algebra ein, und diese legt ein ni
ht unbetr

�

a
htli
hes Wa
hstum an den

Tag. Dies zeigt Abbildung 1.6, in der dimA

n

gegen n f

�

ur n � 250 in einem loga-

rithmis
hen Koordinatensystem dargestellt ist. Man kann zeigen, da� die minimale

Aufl

�

osung C

�

als graduierter Vektorraum dur
h

C

s

�

=

Tor

A

s;�

(k; k)


k

A

bes
hrieben ist. Die Wa
hstumsrate von C

�

wird also sowohl von der Gr

�

o�e von A,

wie au
h von der Gr

�

o�e von Tor

A

�;�

(k; k) beein
usst. Ein Bli
k voraus auf Abbildung

2.14, die die Kenntnis von Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

) f

�

ur t�s � 210 s
hon voraussetzt, zeigt, da�

man es s
hnell mit sehr gro�en Vektorr

�

aumen zu tun kriegt.
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1 Hintergrund

n s Nr. Di�erential

0 s [0℄ Sq(1)[0℄

1 1 [1℄ Sq(2)[0℄

2 2 [1℄ Sq(3)[0℄ + Sq(2)[1℄

3 3 [1℄ Sq(4)[0℄ + Sq(2)[1℄ + Sq(1)[2℄

3 2 [2℄ Sq(4)[0℄ + Sq(0; 1)[1℄ + Sq(1)[2℄

3 1 [2℄ Sq(4)[0℄

6 2 [3℄ Sq(1; 2)[0℄ + Sq(0; 2)[1℄ + Sq(4)[2℄

7 4 [1℄ Sq(8)[0℄ + Sq(2; 1)[1℄ + Sq(1)[2℄

7 3 [2℄ Sq(8)[0℄ + Sq(2; 1)[2℄ + Sq(1)[4℄

7 2 [4℄ Sq(8)[0℄ + Sq(2; 1)[2℄ + Sq(1)[3℄

7 1 [3℄ Sq(8)[0℄

8 3 [3℄ Sq(3; 2)[0℄ + Sq(0; 0; 1)[1℄ + Sq(4; 1)[1℄ + Sq(7)[1℄ +

Sq(3; 1)[2℄ + Sq(6)[2℄ + Sq(0; 1)[3℄ + Sq(3)[3℄

8 2 [5℄ Sq(3; 2)[0℄ + Sq(5; 1)[1℄ + Sq(8)[1℄ + Sq(0; 2)[2℄ +

Sq(3; 1)[2℄ + Sq(2)[3℄

9 5 [1℄ Sq(10)[0℄ + Sq(0; 1)[1℄ + Sq(3)[1℄

9 4 [2℄ Sq(4; 2)[0℄+Sq(0; 0; 1)[1℄+Sq(1; 2)[1℄+Sq(7)[1℄+Sq(2)[3℄

9 3 [4℄ Sq(1; 3)[0℄ + Sq(5; 1)[1℄ + Sq(8)[1℄ + Sq(4; 1)[2℄ +

Sq(1; 1)[3℄ + Sq(4)[3℄ + Sq(3)[4℄ + Sq(2)[5℄

10 6 [1℄ Sq(11)[0℄ + Sq(2)[1℄

11 7 [1℄ Sq(12)[0℄ + Sq(2)[1℄ + Sq(1)[2℄

11 6 [2℄ Sq(12)[0℄ + Sq(0; 1)[1℄ + Sq(1)[2℄

11 5 [2℄ Sq(12)[0℄ + Sq(2; 1)[1℄ + Sq(5)[1℄ + Sq(3)[2℄

14 6 [3℄ Sq(9; 2)[0℄ + Sq(0; 2)[1℄ + Sq(4)[2℄ + Sq(1)[3℄

14 5 [3℄ Sq(3; 4)[0℄ + Sq(6; 3)[0℄ + Sq(0; 2)[2℄ + Sq(3; 1)[2℄ +

Sq(6)[2℄ + Sq(1)[3℄

14 4 [3℄ Sq(0; 5)[0℄ + Sq(6; 3)[0℄ + Sq(6; 2)[1℄ + Sq(9; 1)[1℄ +

Sq(5; 1)[2℄ + Sq(0; 0; 1)[3℄ + Sq(4; 1)[3℄ + Sq(7)[3℄ +

Sq(3; 1)[4℄

14 3 [5℄ Sq(0; 5)[0℄ + Sq(3; 4)[0℄ + Sq(6; 3)[0℄ + Sq(6; 0; 1)[1℄ +

Sq(1; 4)[1℄ + Sq(13)[1℄ + Sq(3; 3)[2℄ + Sq(6; 2)[2℄ +

Sq(9; 1)[2℄ + Sq(12)[2℄ + Sq(0; 3)[3℄ + Sq(3; 2)[3℄ +

Sq(9)[3℄ + Sq(2; 2)[4℄ + Sq(5; 1)[4℄ + Sq(8)[4℄ +

Sq(0; 0; 1)[5℄ + Sq(4; 1)[5℄ + Sq(7)[5℄ + Sq(1)[6℄

14 2 [6℄ Sq(0; 5)[0℄ + Sq(2; 4)[1℄ + Sq(11; 1)[1℄ + Sq(0; 4)[2℄ +

Sq(8)[3℄

Abbildung 1.7: Anfang der minimalen Aufl

�

osung f

�

ur p = 2. Die Tabelle zeigt eine

A-Basis von C

s;t

im Berei
h n = t� s � 14. Die Basiselemente jedes C

s

sind dur
h-

nummeriert, beginnend mit [0℄ 2 C

s;s

. Zu jedem [j℄ 2 C

s

steht in der re
hten Spalte

das Di�erential d

s

([j℄); die dort auftretenden [n

i

℄ beziehen si
h auf C

s�1

.
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2 Ein Lemma

Wir kommen zum Herzst

�

u
k der Arbeit: einem zwar simplen, aber sehr e�ektiven

Lemma, das es uns erlaubt, Redundanzen in der minimalen Aufl

�

osung zu erkennen

und bei der Bere
hnung systematis
h zu ignorieren. Vers
hiedene Weisen seiner An-

wendung werden vorgestellt. Am Ende werden s
hlie�li
h { zur Eins
h

�

u
hterung des

Lesers und zur Illustration der St

�

arke unseres Verfahrens { ein paar Kenngr

�

o�en der

minimalen Aufl

�

osung graphis
h dargestellt.

2.1 Das Lemma

Wie s
hon angedeutet, besteht ein Problem bei der Bere
hnung der minimalen Auf-

l

�

osung darin, da� die zu betra
htenden Vektorr

�

aume C

s;t

zu s
hnell zu gro� werden.

Wir werden nun zeigen, wie man mithilfe gewisser nat

�

urli
her Filtrierungen die C

s;t

in bek

�

ommli
here Teilst

�

u
ke zerlegen kann.

2.1.1 Freundli
he Sequenzen

Wir betra
hten zun

�

a
hst allgemeine graduierte Kettenkomplexe

�

uber einem K

�

orper

k. Zu einer kurzen exakten Sequenz

0

//
L

�

//
j

//
M

�

p

// //
N

�

//
0

(2.1)

geh

�

ort bekanntli
h eine lange exakte Sequenz der Homologiegruppen:

� � �

//
H

s;t

(L

�

)

j

�

//
H

s;t

(M

�

)

p

�

//
H

s;t

(N

�

)

� //
H

s�1;t

(L

�

)

//
� � �

(2.2)

De�nition 2.1.1. Die Sequenz 2.1 hei�t (s; t)-freundli
h, fallsH

s;t

(L

�

) = H

s�1;t

(L

�

)

= 0 ist.

Folgende Lemmata sind f

�

ur die Einstufung \freundli
h" verantwortli
h. Sie zei-

gen, da� und wie eine sol
he Sequenz die Bere
hnung der Homologie vereinfa
ht.

Lemma 2.1.2. Die Sequenz 2.1 sei (s; t)-freundli
h. Dann kann die Homologie H

s;t

(

M

�

) folgenderma�en bere
hnet werden:

1) Bere
hne die Homologie von

N

s+1;t

! N

s;t

! N

s�1;t

: (2.3)

Resultat sind Zykel n

1

; : : : ; n

r

2 N

s;t

, die eine Basis von H

s;t

(N

�

) repr

�

asentie-

ren.
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2 Ein Lemma

2) Finde Urbilder m

i

2 p

�1

(n

i

) und bilde �n

i

:= j

�1

(dm

i

).

3) Hebe die �n

i

dur
h L

s;t

! L

s�1;t

. Resultat sind l

i

2 L

s;t

mit dl

i

= �n

i

Setzt man ~m

i

= m

i

� j(l

i

), so sind ~m

1

; : : : ; ~m

r

Zykel in M

s;t

, die eine Basis von

H

s;t

(M

�

) repr

�

asentieren.

Beweis. Zun

�

a
hst sind die Konstruktionen tats

�

a
hli
h m

�

ogli
h: die m

i

lassen si
h

�nden, weil p surjektiv ist; die l

i

existieren, weil die �n

i

Zykel in L

s�1;t

sind und

H

s�1;t

(L

�

) na
h Annahme null ist. Die ~m

i

sind tats

�

a
hli
h Zykel, weil na
h Kon-

struktion dj(l

i

) = j(dl

i

) = j(j

�1

(dm

i

)) = dm

i

gilt.

Aus der langen exakten Homologiesequenz 2.2 folgt sofort, da� p

�

einen Isomor-

phismus

H

s;t

(M

�

)

�

= //
H

s;t

(N

�

)

induziert. Da die ~m

i

unter p auf die n

i

abgebildet werden, repr

�

asentieren sie also

eine Basis von H

s;t

(M

�

).

Wir m

�

o
hten uns an dieser Stelle f

�

ur die Trivialit

�

at dieses Lemmas und die

Ausf

�

uhrli
hkeit des Beweises ents
huldigen. Wir sind nur deshalb so explizit, weil

wir die re
hneris
hen Aspekte no
h kurz diskutieren m

�

o
hten:

� In der Praxis haben L

�

,M

�

und N

�

bevorzugte, explizit bekannte Vektorraum-

basen. Alle Abbildungen und alle Vektoren sind f

�

ur uns also Matrizen.

� Die Bere
hnung der Homologie der Sequenz 2.3 ist Standard: man bere
hnet

ker d : N

s;t

! N

s�1;t

und reduziert dies modulo imd : N

s+1;t

! N

s;t

. Dabei

fallen die geforderten Zykel n

1

; : : : ; n

r

2 N

s;t

von alleine an.

� Die Bere
hnung der Urbilder p

�1

(� � � ) und j

�1

(� � � ) soll als einfa
h gelten. In

unseren Anwendungen kann man dies verna
hl

�

assigen.

� Dasselbe gelte f

�

ur die Bere
hnung von dm

i

bei gegebenen m

i

. Wir verna
hl

�

assi-

gen dies, weil die Bere
hnung der dm

1

; : : : ; dm

r

gegen

�

uber der andernfalls n

�

oti-

gen Bere
hnung der ganzen Matrix von d : M

s;t

! M

s�1;t

ni
ht ins Gewi
ht

f

�

allt. r ist n

�

amli
h bei uns wesentli
h kleiner als dimM

s;t

und dimM

s�1;t

.

� Die Hebung der �n

i

dur
h d : L

s;t

! L

s�1;t

wird ebenfalls mit dem Standard-

verfahren bere
hnet.

Um die Vorteile dieser Methode kenntli
h zu ma
hen, w

�

ahlen wir ZerlegungenM

s;t

�

=

L

s;t

� N

s;t

. Man stelle si
h vor, da� L

s;t

und N

s;t

in etwa dieselbe Dimension D=2

haben, D � 0. Das Di�erential d

M

s;t

:M

s;t

!M

s�1;t

s
hreibt si
h dann in Matrixform

als

d

M

s;t

=

�

d

N

s;t

X

s;t

0 d

L

s;t

�

;

wobei d

L

und d

N

die Di�erentiale von L

�

respektive N

�

sind. Man sieht, da� bei

obigem Re
henverfahren nur d

N

s+1;t

, d

N

s;t

und d

L

s;t

benutzt wurden, und zwar na
h-

einander. X

s;t

wird implizit bei der Bere
hnung der dm

i

mitbenutzt, mu� aber nie

vollst

�

andig als Matrix bere
hnet werden. Es ergeben si
h also
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2.1 Das Lemma

� ein geringerer Spei
herplatzbedarf: D

2

=4 statt D

2

,

� s
hnellere Laufzeiten f

�

ur die Bere
hnung von Kern und Bild.

Das Standardverfahren zur Bere
hnung eines Kerns hat eine Laufzeit, die in etwa

proportional zu D

3

ist. Der

�

Ubergang von D zu D=2 ist also sp

�

urbar.

Au
h Hebungsprobleme lassen si
h in diesem Fall lei
hter l

�

osen:

Lemma 2.1.3. Die Sequenz 2.1 sei (s; t)-freundli
h, und es sei H

s;t

(M

�

) = 0. Ist

ein Zykel z 2 M

s;t

gegeben, so kann man einen Lift m 2 M

s+1;t

mit dm = z so

bere
hnen:

1) Bilde p(z) 2 N

s;t

und bere
hne einen Lift n 2 N

s+1;t

mit dn = p(z).

2) W

�

ahle ~m 2 p

�1

(n) und bilde l = j

�1

(d ~m� z) 2 L

s;t

.

3) Bere
hne einen Lift

~

l 2 L

s+1;t

mit d

~

l = l.

Dann ist m := ~m� j(

~

l) eine Hebung von z.

Beweis. Die Konstruktion ist m

�

ogli
h: Wegen H

s;t

(M

�

)

�

=

H

s;t

(N

�

) ist au
h H

s;t

(N

�

)

= 0, soda� der Zykel p(z) einen Lift n besitzt; ~m existiert, weil p surjektiv ist; wegen

p(z � d ~m) = p(z)� dn = 0 existiert l; da j(dl) = d(z � d ~m) = 0, ist dl = 0; wegen

H

s;t

(L

�

) = 0 existiert also au
h

~

l. Und die Konstruktion f

�

uhrt zum Erfolg: s
hlie�li
h

ist dm = d ~m� j(d

~

l) = d ~m� j(l) = d ~m+ z � d ~m = z, wie gewollt.

Au
h hier s
hlie�en wir eine kurze Diskussion an:

� Die Bildung der diversen Urbilder und die Bere
hnung von d ~m aus ~m k

�

onnen

wir wieder verna
hl

�

assigen.

� Man hat hier das Hebungsproblem zu d

M

s;t

dur
h die sukzessive Hebung dur
h

d

N

s;t

und d

L

s;t

ersetzt. Die Vorteile betre�s Spei
herplatzbedarf und Laufzeit sind

also dieselben wie oben.

2.1.2 Das Lemma

Wir untersu
hen hier, wie die Existenz \verallgemeinerter Margolis-Di�erentiale" zu

freundli
hen Sequenzen f

�

uhrt.

M

�

sei ein graduierter Kettenkomplex aus k-Vektorr

�

aumen. Wir betra
hten die

folgende Situation:

� Gegeben sei eine Kettenabbildung Q :M

�;�

!M

�;�+q

mit Q

l

= 0 f

�

ur ein l > 1.

Setze D = k[Q℄=(Q

l

).

� M

�

sei als D-Modul frei.

Nat

�

urli
h auftretende Beispiele �ndet man im n

�

a
hsten Abs
hnitt. Wir bemerken

im Augenbli
k nur dreierlei:
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2 Ein Lemma

1) Ist l = 2, so ist Q gerade ein Di�erential auf M

�

, und die Voraussetzung sagt

einfa
h, da� H(M

�

; Q) = 0 sein soll. F

�

ur l > 2 ist man also versu
ht, Q als

\verallgemeinertes Di�erential" zu betra
hten.

2) Ist 
har k = l, so ist D zum Gruppenring kC

l

mit C

l

= hT j T

l

= 1i isomorph,

via Q$ T �1. Q kann dann als eine freie Operation von C

l

aufgefasst werden.

3) In der Steenrod-Algebra wimmelt es von sol
hen verallgemeinerten Di�eren-

tialen, deren Bedeutung vor allem von Margolis untersu
ht wurde. Siehe [29℄,

Part II.

Wir bezei
hnen den Kettenkomplex im

�

Q

k

:M

�;��kq

!M

�;�

�

mit Q

k

M

�

. Die

Graduierung auf Q

k

M

�

sei so gew

�

ahlt, da� Q

k

: M

�

� Q

k

M

�

graderhaltend ist; die

Inklusion Q

k

M

�

�M

�

erh

�

oht damit den Grad um kq.

Lemma 2.1.4. F

�

ur jedes 0 � k

0

� k � l ist

0! Q

k

M

�;��(k�k

0

)q

// in
l: //
Q

k

0

M

�;�

Q

l�k

// //
Q

l�(k�k

0

)

M

�;�

! 0

(2.4)

exakt.

Beweis.

0! Q

k

D

// in
l: //
Q

k

0

D

Q

l�k

// //
Q

l�(k�k

0

)

D ! 0

ist exakt und 2.4 ist eine di-

rekte Summe sol
her Sequenzen, weil M

�

�

uber D frei ist.

Der folgende Spezialfall ist besonders wi
htig: f

�

ur jedes k � l ist

0! Q

k

M

�;��kq

// in
l: //
M

�;�

Q

l�k

// //
Q

l�k

M

�;�

! 0

(2.5)

exakt. Man kann den allgemeinen Fall au
h hierauf zur

�

u
kf

�

uhren, denn

Lemma 2.1.5. Ist k � l und setzt man

~

M

�

= Q

k

M

�

,

~

l = l � k,

~

Q = Q und

~

D = k[

~

Q℄=(

~

Q

~

l

), so ist

~

M

�

als

~

D-Modul frei.

Beweis. Klar, denn Q

k

D ist ein freier k[Q℄=(Q

l�k

)-Modul.

Wir m

�

o
hten nun zu folgendem Problem ein systematis
hes Resultat formulieren:

Problem 2.1.6. Angenommen M

�

sei in einem bekannten Berei
h R � Z

2

exakt.

Wann und f

�

ur wel
he k gilt dasselbe f

�

ur Q

k

M

�

? Wann ist die Sequenz 2.5 (s; t)-

freundli
h, und f

�

ur wel
he (s; t)?

Alle Resultate hierzu folgen aus einer simplen Diagrammjagd in der langen ex-

akten Homologiesequenz zu 2.5:

� � � ! H

s;t

(M

�

)

Q

l�k

� //
H

s;t

(Q

l�k

M

�

)

� //
H

s�1;t

(Q

k

M

�;��kq

)

in
l:

� //
H

s�1;t

(M

�

)! � � �

H

s�1;t�kq

(Q

k

M

�

)

(2.6)
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2.1 Das Lemma

Lemma 2.1.7. 1) IstH

s;t

(M

�

) = H

s�1;t

(M

�

) = 0, so ist H

s;t

(Q

l�k

M

�

)

�

=

H

s�1;t�kq

(

Q

k

M

�

).

2) Ist au�erdem H

s�1;t�kq

(M

�

) = H

s�2;t�kq

(M

�

) = 0, so ist H

s;t

(Q

l�k

M

�

)

�

=

H

s�2;t�lq

(Q

l�k

M

�

).

Beweis. 1) ist klar. 2) folgt aus zweimaliger Anwendung von 1), wobei beim zweiten

Mal k dur
h l� k ersetzt wird.

Eine graphis
he Darstellung ist viellei
ht n

�

utzli
h. Im Bild ist q = 1, k = 2, l = 5:

s = 0

t = 0

Die Diagrammjagd beginnt in der re
hten oberen E
ke und arbeitet si
h na
h unten

dur
h. Voraussetzung ist, da� M

�

in den E
ken exakt ist. Gefolgert wird, da� die

Homologiegruppen von Q

l�k

M

�

und Q

k

M

�

, jeweils abwe
hselnd in den Punkten

der oberen Kante gebildet, isomorph sind. Und der springende Punkt ist, da� man

dies unter den ri
htigen Voraussetzungen bis zu negativen homologis
hen Graden

fortsetzen kann. Wenn unsere M

�

dort null sind, vers
hwinden also die H(Q

k

M

�

)

und H(Q

l�k

M

�

): 2.4 und 2.5 sind dann f

�

ur passende (s; t) freundli
he Sequenzen.

Details folgen:

Sei � > 0, r 2 R. A

�;r+

und A

�;r�

seien die o�enen Halbebenen

A

�;r+

= f (s; t) 2 Z

2

j t� r < s � � g;

A

�;r�

= f (s; t) 2 Z

2

j t� r > s � � g;

mit Steigung 1=�.

Das Lemma 2.1.8 (obere Version). Sei M

s

= 0 f

�

ur s < 0. Seien S; T 2 Z. Es

gelte H

s;t

(M

�

) = 0 f

�

ur alle (s; t) 2 R

o

S;T

\ A

�;r+

. Die Steigung 1=� erf

�

ulle � � lq=2.

Setze r

0

= min f r � �; r � 2�+ (l � k)q g. Dann gilt:

1) H

s;t

(Q

k

M

�

) = 0 f

�

ur (s; t) 2 A

�;r

0

+

\ R

o

S;T

.

2) Die Sequenz 2.5 ist (s; t)-freundli
h f

�

ur (s; t) 2 A

�;(r

0

+kq��)+

\ R

o

S;T+kq

.

Beweis. r

0

ist gerade so gew

�

ahlt, da� f

�

ur (s; t) 2 A

�;r

0

+

jeweils (s; t), (s � 1; t) und

(s � 2; t � (l � k)q) in A

�;r+

liegen; Lemma 2.1.7 ist deswegen beliebig oft rekursiv

anwendbar und liefert

H

s;t

(Q

k

M

�

)

�

=

H

s�2;t�lq

(Q

k

M

�

)

�

=

� � �

�

=

H

s�2j;t�ljq

(Q

k

M

�

); j � 0 beliebig.

W

�

ahlt man j > s=2, so folgt H

s;t

(Q

k

M

�

) = 0, wie in 1) behauptet. Siehe au
h

Abbildung 2.1.

2) ist ein Korollar: f

�

ur (s; t) 2 A

�;(r

0

+kq��)+

\ R

o

S;T+kq

liegen (s; t� kq) und (s�

1; t� kq) in A

�;r

0

+

\R

o

S;T

, soda� H

s;t�kq

(Q

k

M

�

) und H

s�1;t�kq

(Q

k

M

�

) null sind.
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2 Ein Lemma

s

t

S

T

r

Abbildung 2.1: Ein Bild zur oberen Version des Lemmas; hier ist q = 1, l = 3, k = 2,

� = 1, r = 5. Die Steigung des Dreie
kswegs ist 2=lq. Wegen 2=lq � 1=� liegt der

ganze Weg im guten Berei
h, falls nur (s; t), (s� 1; t) und (s� 2; t� (l � k)q) dort

liegen.

Man bea
hte, da� unter geeigneten Umst

�

anden (S; T ) selber in A

�;(r

0

�kq+�)+

\

R

o

S;T+kq

liegt; 2.4 ist dann also (S; T )-freundli
h, obwohl M

�

in (S; T ) ni
ht exakt zu

sein brau
ht.

Das Lemma 2.1.9 (untere Version). Sei M

s

= 0 f

�

ur s < 0. Seien S; T 2 Z. Es

gelte H

s;t

(M

�

) = 0 f

�

ur alle (s; t) 2 R

o

S;T

\ A

�;r�

. Die Steigung 1=� erf

�

ulle � � lq=2.

Setze r

0

= max f r; r + (l � k)q � � g. Dann gilt:

1) H

s;t

(Q

k

M

�

) = 0 f

�

ur (s; t) 2 A

�;r

0

�

\ R

o

S;T

.

2) Die Sequenz 2.5 ist (s; t)-freundli
h f

�

ur (s; t) 2 A

�;(r

0

+kq)�

\ R

o

S;T+kq

.

Beweis. r

0

ist gerade so gew

�

ahlt, da� f

�

ur (s; t) 2 A

�;r

0

�

jeweils (s; t) und (s� 1; t �

(l� k)q) in A

�;r�

liegen; also ist Lemma 2.1.7 beliebig oft anwendbar und wie oben

ist

H

s;t

(Q

k

M

�

)

�

=

H

s�2;t�lq

(Q

k

M

�

)

�

=

� � �

�

=

0:

Siehe au
h Abbildung 2.2.

2) ist ein Korollar: f

�

ur (s; t) 2 A

�;(r

0

+kq)�

\ R

o

S;T+kq

liegen (s; t � kq) und (s �

1; t� kq) in A

�;r

0

�

\R

o

S;T

, soda� H

s;t�kq

(Q

k

M

�

) und H

s�1;t�kq

(Q

k

M

�

) null sind.

2.2 Weisen seiner Anwendung

Wir zeigen jetzt, wie man die beiden Varianten des Lemmas bei der Bere
hnung der

minimalen Aufl

�

osung der Steenrod-Algebra einsetzen kann.
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2.2 Weisen seiner Anwendung

s

t

S

T

r

Abbildung 2.2: Ein Bild zur unteren Version des Lemmas. Hier sei � � lq=2. Die

Diagrammjagd l

�

angs des Dreie
kswegs ist m

�

ogli
h, sobald (s; t) und (s�1; t�(l�k)q)

in A

�;r�

liegen.

2.2.1 Von Unten, zum Aufw

�

armen

A sei die Steenrod-Algebra zur Primzahl p. C

�

sei ein Zwis
hens
hritt bei der Bere
h-

nung der minimalen Aufl

�

osung von A. In den Bezei
hnungen von Abs
hnitt 1.3.2

seien also S; T � 0 und C

�

in (S; T ) erweiterbar. Wir benutzen den klassis
hen

Satz 2.2.1 (Milnor-Moore). Ist A eine Hopf-Algebra, B � A eine Hopf-Unteral-

gebra, so ist A als B-Modul frei.

Beweis. F

�

ur eine Inklusion von Gruppenalgebren kH � kG ist dies klar: als kH-

Modul ist kG = �kN

g

, wobei

�

uber die Nebenklassen N

g

= Hg summiert wird.

Da h 7! hg jeweils eine H-

�

aquivariante Bijektion H

�

=

N

g

ist, sind die kN

g

freie

kH-Moduln. Den allgemeinen Fall �ndet man in [35℄.

Die

�

au�ere Algebra E(Q

0

; Q

1

; : : :) � A ist eine Hopf-Unteralgebra, weil jedes Q

i

primitiv ist. Na
h Satz 2.2.1 ist A also ein freier E(Q

0

; Q

1

; : : :)-Modul. Deswegen

sind folgende Sequenzen exakt:

0

//
Q

0

C

�;��1

in
l: //
C

�;�

Q

0 //
Q

0

C

�;�

//
0

(2.7)

0

//
Q

1

Q

0

C

�;��(2p�1)

in
l: //
Q

0

C

�;�

Q

1

//
Q

1

Q

0

C

�;�

//
0

(2.8)

0

//
Q

2

Q

1

Q

0

C

�;��(2p

2

�1)

in
l: //
Q

1

Q

0

C

�;�

Q

2

//
Q

2

Q

1

Q

0

C

�;�

//
0

(2.9)

.

.

.

0! Q

n

� � �Q

0

C

�;��(2p

n

�1)

in
l: //
Q

n�1

� � �Q

0

C

�;�

Q

n

//
Q

n

� � �Q

0

C

�;�

! 0

(2.10)

Lemma 2.1.9 sagt hier:
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Korollar 2.2.2. Es ist H

s;t

(Q

n

� � �Q

0

C

�;�

) = 0 f

�

ur (s; t) 2 A

2p

n

�1;0�

\ R

o

S;T

.

Beweis. Dur
h Induktion

�

uber n. Zur Verankerung betra
hten wir n = �1; dort

wird gerade H

s;t

(C

�

) = 0 f

�

ur (s; t) 2 R

o

S;T

n f (0; 0) g behauptet, was wir aber einfa
h

gefordert haben.

Zum Induktionss
hritt n) n+1: Wir setzenM

�

= Q

n

� � �Q

0

C

�

, Q = Q

n+1

, q =

2p

n+1

� 1, l = 2, k = 1, r = 0. Na
h Annahme ist M

�

in A

2p

n

�1;0�

\R

o

S;T

exakt. Wir

d

�

urfen die Steigung 1=� si
her verkleinern und setzen also � = 2p

n+1

�1 > 2p

n

�1. Es

ergibt si
h r

0

= r = 0, soda� H

s;t

(Q

n+1

� � �Q

0

C

�

) = 0 f

�

ur (s; t) 2 A

2p

n+1

�1;0�

\ R

o

S;T

,

wie behauptet.

Bemerkung 2.2.3 (zwe
ks Demysti�kation). Angenommen C

�

w

�

are eine voll-

st

�

andige Aufl

�

osung von k

�

uber A. Wegen Satz 2.2.1 w

�

are C

�

dann au
h eine E-freie

Aufl

�

osung von k mit E = E(Q

0

; : : : ; Q

n

). Die Homologie H(Q

n

� � �Q

0

C

�

) bere
hnet

dann die derivierten Funktoren zu

E -Mod ! k -Mod;

M 7! Q

n

� � �Q

0

M:

Man kann aber Q

n

� � �Q

0

M mit k 


E

M verm

�

oge

k 


E

M 3 �
m

� //
Q

n

� � �Q

0

�
m 2 Q

n

� � �Q

0

E 


E

M = Q

n

� � �Q

0

M

identi�zieren, weil � 7! Q

n

� � �Q

0

� ein Isomorphismus k ! Q

n

� � �Q

0

E von E-

Moduln ist. Also ist dann H

s;t

(Q

n

� � �Q

0

C

�

) = Tor

E

s;t

(k; k): Bekanntli
h ist aber Tor

�

uber einer

�

au�eren Algebra die entspre
hende Polynomalgebra, also

Tor

E

s;t

(k; k) = P (v

0

; : : : ; v

n

) mit v

i

2 Tor

E

1;2p

i

�1

(k; k).

A

2p

n

�1;0�

ist gerade der Berei
h, in dem P (v

0

; : : : ; v

n

) o�ensi
htli
h null ist. Korrolar

2.2.2 sagt nur, da� dies unter unseren einges
hr

�

ankten Voraussetzungen no
h partiell

ri
htig bleibt.

Man erinnere si
h an den Erweiterungss
hritt auf Seite 23. Das folgende Korollar

sagt, da� zumindest der erste Teils
hritt vereinfa
ht werden kann:

Korollar 2.2.4. H

S;T

(C

�

)! H

S;T

(Q

n

� � �Q

0

C

�

) ist f

�

ur T > (2p

n

� 1)S ein Isomor-

phismus.

Beweis. Dur
h Induktion na
h n. Der Fall n = �1 ist wieder trivial. F

�

ur n� 1) n

ist zu zeigen, da�

H

S;T

(Q

n�1

� � �Q

0

C

�

)

Q

n

� //
H

S;T

(Q

n

� � �Q

0

C

�

)

ein Isomorphismus ist. Mithilfe der langen exakten Sequenz zu 2.10 folgt dies, wenn

sowohl H

S;T�(2p

n

�1)

(Q

n

� � �Q

0

C

�

) wie H

S�1;T�(2p

n

�1)

(Q

n

� � �Q

0

C

�

) null sind. Da (S;

T � (2p

n

� 1)) 2 R

o

S;T

, ist Korollar 2.2.2 anwendbar. Die dort geforderte Bedingung

ist gerade unser T � (2p

n

� 1)S > 0.

34
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Damit kann man also den ersten Teils
hritt des Erweiterungss
hritts im Berei
h

T � (2p

n

� 1)(S � 1) > 0 einfa
her l

�

osen: man kann in Q

n

� � �Q

0

C

�

statt in C

�

re
h-

nen. Den zweiten Teils
hritt m

�

o
hten wir dur
h wiederholte Anwendung von Lemma

2.1.2 und Lemma 2.1.3 vereinfa
hen. Dazu m

�

ussen die Sequenzen 2.7,. . . ,2.10 in allen

betra
hteten Bigraden freundli
h sein. Zur Erinnerung: Lemma 2.1.2 ersetzt eine Ho-

mologiebere
hnung in Q

i

� � �Q

0

C

�

im Bigrad (s; t) dur
h eine Homologiebere
hnung

in Q

i+1

� � �Q

0

C

�

im Bigrad (s; t) und eine Hebung dur
h Q

i+1

� � �Q

0

C

�

im Bigrad

(s; t� jQ

i+1

j); in symbolis
her Notation:

H

s;t

(Q

i

� � �Q

0

C

�

)

Lemma 2.1.2

+3
H

s;t

(Q

i+1

� � �Q

0

C

�

) + L

s;t�q

i+1

(Q

i+1

� � �Q

0

C

�

):

Hier steht L f

�

ur Lift und wir haben zur Abk

�

urzung q

i

= jQ

i

j gesetzt. In derselben

Notation gilt au
h

L

s;t

(Q

i

� � �Q

0

C

�

)

Lemma 2.1.3

+3
L

s;t

(Q

i+1

� � �Q

0

C

�

) + L

s;t�q

i+1

(Q

i+1

� � �Q

0

C

�

):

Dur
h Iteration ergibt si
h also folgender Baum:

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

H

T

H

T

L

T�q

0

H

T

L

T�q

1

L

T�q

0

�q

1

L

T�q

0

H

T

L

T�q

2

L

T�q

1

L

T�q

1

�q

2

L

T�q

0

�q

1

�q

2

L

T�q

0

�q

1

L

T�q

0

�q

2

L

T�q

0

Die Re
hnung beginnt dabei mit der Homologiebere
hnung am re
hten Ende und

arbeitet si
h na
h links dur
h. Wie man sieht, m

�

ussen wir uns auf die Freundli
hkeit

in den Bigraden (S; T

0

) mit T

0

zwis
hen T und T � �

n

verlassen k

�

onnen, wobei wir

�

n

= jQ

0

j+ � � �+ jQ

n

j = 2

p

n+1

� 1

p� 1

� (n+ 1)

setzen. �

n

ist die h

�

o
hste Dimension, in der E(Q

0

; : : : ; Q

n

) von Null vers
hieden ist.

Satz 2.2.5. Ist T�(2p

n

�1)S > �

n

, so sind 2.7,. . . ,2.10 in allen relevanten Bigraden

freundli
h.

Beweis. Wie gerade gesehen, m

�

ussen dazu H

S;T

0

(Q

n

� � �Q

0

C

�

) und H

S�1;T

0

(Q

n

� � �

Q

0

C

�

) f

�

ur T � �

n

� T

0

< T null sein. Aus Korollar 2.2.2 wissen wir, da� dies f

�

ur

(S; T � �

n

) 2 A

2p

n

�1;0�

, dh. T � �

n

> (2p

n

� 1)S der Fall ist.

2.2.2 Zul

�

assige Unteralgebren

Die Methode des vergangenen Abs
hnitts l

�

a�t si
h no
h ausbauen. Statt E(Q

0

; : : : ;

Q

n

) kann man allgemeinere endli
he Hopf-Unteralgebren B � A betra
hten. Die

dabei zul

�

assigen B werden in diesem Abs
hnitt untersu
ht.
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j
=

0 1 2 3 4 5 6

� � �

i

=

1 2 3 4 5 6 7

� � �

�

�

Abbildung 2.3: Graphis
he Darstellung einer Pro�lfunktion. Die j mit �(j) 6= 1 und

die Paare (i; y) mit 1 � y � �(i) werden dur
h ges
hw

�

arzte K

�

ast
hen dargestellt.

Im Beispiel ist � = (0; 1; 3; 2; 1; 1; 0; : : :) und � = (1; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 1; 1; : : :). Das zu-

geh

�

orige B(�; �) ist also zul

�

assig.

Wir bes
hr

�

anken uns in der Darstellung auf den Fall p > 2 und benutzen die

Klassi�kation sol
her Unteralgebren aus [3℄, die wir in Abs
hnitt 1.1.4 wiedergegeben

haben. F

�

ur p = 2 ignoriert man einfa
h alle Bez

�

uge auf die �-Komponenten der

auftretenden Pro�lfunktionen. Sei � = (�; �) mit

� : f 1; 2; : : : g ! f 0; 1; 2; : : : ;1g; � : f 0; 1; 2; : : : g ! f 1; 2 g

eine Pro�lfunktion und B(�) die zugeh

�

orige Hopf-Unteralgebra von A. Wir nennen

� und B(�) zul

�

assig , wenn folgende Vers
h

�

arfungen von 1.1 und 1.2 (siehe Seite 9)

erf

�

ullt sind:

F

�

ur alle i; j � 1 gilt �(i) � j + �(i+ j). (2.11)

F

�

ur alle i � 1, j � 0 mit �(i+ j) = 1 gilt �(i) � j. (2.12)

Abbildung 2.3 zeigt eine graphis
he Darstellung einer zul

�

assigen Pro�lfunktion.

Wir betra
hten nur endli
he zul

�

assige Hopf-Unteralgebren B = B(�). F

�

ur ein

sol
hes B sind folgende Gr

�

o�en de�niert:

� Das Element h

�

o
hster Dimension T

B

2 B.

� Der Grad von T

B

: �

B

= jT

B

j.

� Die maximale inverse Steigung

d

B

= max

��

(p� 1) � 2(p

i

� 1) � p

�(i)�1

: �(i) 6= 0

	

[

�

jQ

j

j : Q

j

2 B

	�

:

T

B

ist nur bis auf einen KoeÆzienten aus F

�

p

bestimmt. Die naheliegende Wahl ist

T

B

=

�

Y

j mit �(j) = 2

Q

j

�

� P (p

�(1)

� 1; p

�(2)

� 1; p

�(3)

� 1; : : :): (2.13)

Wir s
hreiben Q(~"

B

)P (

~

R

B

) f

�

ur dieses Element. Den Index B lassen wir weg, wenn

er aus dem Zusammenhang ersi
htli
h ist.
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De�nition 2.2.6. Sei B = B(�) eine Hopf-Unteralgebra, Q(")P (R) 2 A ein Mil-

nors
hes Basiselement. Unter der B-Signatur sig

B

�

Q(")P (R)

�

verstehen wir

�

"

j

mod �(j)

�

j�0

�

�

r

i

mod p

�(i)

�

i�1

2

Y

j�0

Z

.

�(j)Z

�

Y

i�1

Z

.

p

�(i)

Z

:

Den Begri� der Signatur sollte man si
h dur
h eine passende Darstellung der Mil-

nors
hen Basiselemente verans
hauli
hen. Dazu stelle man einQ(")P (R) in einem zu

Abbildung 2.3 analogen Bild dar: "

j

werde ins �-K

�

ast
hen zum Index j � 0 ges
hrie-

ben. Ins �-K

�

ast
hen in der iten Spalte und kten Zeile { wobei die Nummerierung

der Zeilen mit k = 0 beginne { s
hreibe man r

i;k

, wenn r

i

die p-adis
he Darstellung

r

i

=

P

k�0

r

i;k

p

k

mit 0 � r

i;k

< p hat. Wir nennen dies die Zi�ern-Darstellung von

Q(")P (R). F

�

ur p = 5 und Q(1; 0; 1; 1)P (33; 16; 0; 9) sieht diese zum Beispiel so aus:

1 0 1 1

� � �

3 1 0 4

� � �

1 3 0 1

� � �

1

� � �

�

�

In den leeren Feldern stehe dabei Null. Ist B wie in Abbildung 2.3 dur
h ein Muster

aus s
hwarzen und wei�en K

�

ast
hen gegeben, so erh

�

alt man die B-Signatur von

Q(")P (R) einfa
h dur
h Vergessen der Eintr

�

age in den ni
ht-ges
hw

�

arzten K

�

ast
hen.

Eine endli
he zul

�

assige Hopf-Unteralgebra l

�

a�t si
h s
hrittweise aufbauen, indem

man die s
hwarzen K

�

ast
hen ges
hi
kt nummeriert:

De�nition 2.2.7. 1) Seien B = B(�) und B

0

= B(�

0

) zul

�

assige Hopf-Unteral-

gebren mit B � B

0

. B hei�t Vorg

�

anger von B

0

, falls entweder

a) ein i

0

� 1 existiert, soda�

�(j) = �

0

(j) f

�

ur alle j,

�(i) =

(

�

0

(i) i 6= i

0

;

�

0

(i

0

)� 1 i = i

0

:

B hei�t dann genauer �-Vorg

�

anger an der Stelle i

0

von B

0

.

b) ein j

0

� 0 existiert, soda�

�(j) =

(

�

0

(j) j 6= j

0

;

�

0

(j

0

)� 1 j = j

0

;

�(i) = �

0

(i) f

�

ur alle i.

B hei�t dann genauer �-Vorg

�

anger an der Stelle j

0

von B

0

.

B

0

nennen wir entspre
hend Na
hfolger von B.

2) Eine Filtrierung

0 = B(�

0

) � B(�

1

) � B(�

2

) � � � � � B(�

n

) = B (2.14)

mit zul

�

assigen B(�

k

) hei�t S
hrittzerlegung von B, wenn B(�

k

) f

�

ur jedes k ein

Vorg

�

anger von B(�

k+1

) ist.
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1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11

12 13

14

2 1 4 5 7 11

3 6 8 10 13

9 12

14

Abbildung 2.4: Zwei unters
hiedli
he S
hrittzerlegungen derselben Hopf-Unteralge-

bra. In der Filtrierung 0 = B(�

0

) � � � � � B(�

14

) = B sei B(�

k

) die Hopf-Unteral-

gebra, deren Pro�l aus den K

�

ast
hen mit einer Nummer � k besteht.

Ist B

0

ein Na
hfolger von B, so gibt es in der graphis
hen Darstellung gem

�

a�

Abbildung 2.3 genau ein K

�

ast
hen, das zu B

0

, aber ni
ht zu B, geh

�

ort. Dieses nennen

wir das B

0

n B-K

�

ast
hen.

Lemma 2.2.8. Jedes endli
he zul

�

assige B hat eine S
hrittzerlegung.

Beweis. Es rei
ht zu zeigen, da� jedes endli
he zul

�

assige B = B(�) 6= 0 einen

Vorg

�

anger B(�

0

) � B hat. Angenommen es ist � 6� 0. W

�

ahle dann ein i

0

� 1 mit

�(i

0

) maximal, und de�niere �

0

dur
h

�

0

(j) = �(j) und �

0

(i) =

(

�(i

0

)� 1 i = i

0

;

�(i) i 6= i

0

:

Wir m

�

ussen zeigen, da� �

0

wieder zul

�

assig ist: da die �-Komponente unver

�

andert

geblieben ist, gilt weiterhin 2.12, denn die �-Komponente ist ja nirgends gr

�

o�er

geworden. Angenommen 2.11 w

�

are verletzt. Dann g

�

abe es i; j � 1 mit �

0

(i) >

j + �

0

(i + j). Weil na
h Voraussetzung �(i) � j + �(i + j) mu� i + j = i

0

sein,

denn nur �

0

(i

0

) ist kleiner als das entspre
hende �(i

0

). Also ist �

0

(i) = �(i) �

�(i

0

) = �

0

(i

0

) + 1, denn i

0

war so gew

�

ahlt, da� �(i

0

) � �(i) f

�

ur alle i. Da j � 1 gilt

�

0

(i) � 1 + �

0

(i

0

) � j + �

0

(i+ j) also do
h.

Falls � � 0, so w

�

ahle man j

0

� 0 mit �(j

0

) = 2 und setze

�

0

(i) = �(i) und �

0

(j) =

(

1 j = j

0

;

�(j) j 6= j

0

:

Au
h dieses �

0

ist zul

�

assig: da �

0

� 0, sind 2.11 und 2.12 leere Bedingungen.

Abbildung 2.4 zeigt zwei unters
hiedli
he S
hrittzerlegungen f

�

ur das B aus Ab-

bildung 2.3. Dort sieht man au
h, wie die S
hrittzerlegung mit einer Nummerie-

rung der s
hwarzen K

�

ast
hen zusammenh

�

angt. Man kann diese Nummerierung da-

zu benutzen, eine Ordnung auf den m

�

ogli
hen B-Signaturen zu erkl

�

aren: es gelte

sig

B

(x) < sig

B

(y), falls f

�

ur ein geeignetes m die ersten m � 1 Zi�ern bei x und y

�

ubereinstimmen, die mte Zi�er von x aber kleiner als die entspre
hende Zi�er von

y ist. Es gibt eine kleinste Signatur, die identis
h Null ist, und eine gr

�

o�te, bei der

jede �-Zi�er 1 und jede �-Zi�er p� 1 ist.
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Lemma 2.2.9. T

B

= Q(~")P (

~

R) hat maximale B-Signatur.

Beweis. Da� alle �-Zi�ern Eins sind ist na
h De�nition klar. F

�

ur die �-Zi�ern be-

denke man, da� ~r

i

= p

�(i)

� 1 die p-adis
he Darstellung

p

�(i)

� 1 = (p� 1) + (p� 1)p+ (p� 1)p

2

+ � � �+ (p� 1)p

�(i)�1

hat. Alle �-Zi�ern sind damit p� 1, also maximal.

Wir zeigen jetzt, wie man den

�

Ubergang von B zu einem Na
hfolger B

0

mit der

Theorie aus Abs
hnitt 2.1.2 in Beziehung setzen kann.

De�nition 2.2.10. Sei B

0

= B(�

0

) ein Na
hfolger von B = B(�). De�niere Q =

Q

B;B

0

2 A und l = l

B;B

0

2 N wie folgt:

1) Falls B

0

�-Na
hfolger an der Stelle i

0

ist, sei Q = P (0; : : : ; 0; p

�(i

0

)

) (mit i

0

� 1

Nullen) und l = p.

2) Falls B

0

�-Na
hfolger an der Stelle j

0

ist, sei Q = Q

j

0

und l = 2.

Hat man eine S
hrittzerlegung wie in 2.14, so seiB

m

= B(�

m

) und l

m

= l

B

m

;B

m+1

.

Wir s
hreiben au
h Q

m

= Q

B

m

;B

m+1

, falls die Gefahr der Verwe
hslung mit dem

glei
hbezei
hneten Milnors
hen Bo
ksteinoperator ni
ht besteht. Q

m

hat die Zif-

ferndarstellung, bei der die (m+ 1)te Zi�er Eins und alle anderen Zi�ern Null sind.

l

m

ist die Anzahl der m

�

ogli
hen Zi�ern im (m+ 1)ten K

�

ast
hen.

Das folgende Lemma zeigt, wie si
h man
he Multiplikationen in der Milnor-Basis

vereinfa
hen, wenn ein Faktor maximale B-Signatur hat.

Notation. a

:

= b soll bedeuten, da� a = �b mit � 2 F

�

p

gilt.

Lemma 2.2.11. Sei B endli
h und zul

�

assig, Q(")P (R) beliebig.

1) Es ist

T

B

�Q(")P (R) =

(

�Q("+ ~")P (R +

~

R) falls sig

B

�

Q(")P (R)

�

� 0,

0 sonst.

2) Sei B

0

�-Na
hfolger von B an der Stelle i

0

, Q = Q

B;B

0

und 0 � k < l.

sig

B

�

Q(")P (R)

�

sei maximal. z 2 f 0; : : : ; p � 1 g sei die B

0

n B-Zi�er von

Q(")P (R). Dann ist

Q

k

�Q(")P (R)

:

=

(

Q(")P

�

~

R + (0; : : : ; 0; kp

�(i

0

)

)

�

falls z + k < p,

0 sonst.

3) Sei B

0

�-Na
hfolger von B an der Stelle j

0

, Q = Q

B;B

0

. z = "

j

0

sei die B

0

nB-

Zi�er von Q(")P (R). Dann gilt

Q �Q(")P (R) =

(

�Q

�

"+ (0; : : : ; 0; 1)

�

P (R) falls z = 0,

0 sonst.
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2 Ein Lemma

Beweis von 1). Sei T

B

= Q(~")P (

~

R). Wir m

�

ussen die MultiplikationQ(~")P (

~

R)Q(")P (

R) betra
hten. Dazu greifen wir uns zun

�

a
hst den mittleren Teil P (

~

R)Q(") heraus.

Na
h 1.1.14 gilt

P (

~

R)Q

j

= Q

j

P (

~

R) +

X

t>0

Q

j+t

P (~r

1

; : : : ; ~r

t�1

; ~r

t

� p

j

; ~r

t+1

; : : :):

Wir d

�

urfen die Summe auf der re
hten Seite ignorieren: der Term Q

j+t

� P (� � � )

tau
ht dort nur auf, wenn ~r

t

= p

�(i)

� 1 � p

j

ist. Dann ist �(i) > j, soda� na
h 2.12

�(t+ j) = 2. Wegen �(t+ j) = 2 ist dann aber Q

j+t

ein Faktor von Q(~"), soda� der

Summand bei der Multiplikation mit Q(~") wegen Q

2

j+t

= 0 wegf

�

allt.

Wir d

�

urfen also von Q(~")P (

~

R)Q(")P (R) zuQ(~")Q(")P (

~

R)P (R)

�

ubergehen. Falls

"

j

6� 0 mod �(j) f

�

ur ein j, so ist "

j

= 1 und �(j) = 2, soda� Q

j

sowohl ein Faktor

von Q("), wie au
h von Q(~") ist. Wegen Q

2

j

= 0 w

�

are also das Produkt null, wie

behauptet.

Wir nehmen also jetzt "

j

� 0 mod �(j) an. Q(~") und Q(") ergeben zusammen das

behauptete �Q("+~"), soda� wir uns nur no
h auf die Multiplikation P (

~

R) �P (R) zu

konzentrieren brau
hen. Wir benutzen jetzt Milnors Multiplikationsalgorithmus, wie

in Abbildung 1.1 bes
hrieben. Sei X = (x

i;j

)

i;j�0;i+j 6=0

eine Matrix wie in Lemma

1.1.11. Wir behaupten, da� nur die triviale Matrix mit x

k;0

= ~r

k

, x

0;k

= r

k

und

x

k;i

= 0 f

�

ur k; i > 0 zum Produkt beitr

�

agt.

Sei also x

k;i

6= 0 f

�

ur gewisse k; i > 0. W

�

ahle ein sol
hes (k; i) mit maximalem k.

Wegen

~r

k

= x

k;0

+ px

k;1

+ p

2

x

k;2

+ � � �

ist ~r

k

� p

i

x

k;i

, also 1 � x

k;i

< p

�(k)�i

. Aus 2.11 folgt �(k) � i � �(k + i), soda�

x

k;i

6� 0 mod p

�(k+i)

.

Andererseits ist x

k+i;0

� �1 mod p

�(k+i)

; da k maximal gew

�

ahlt wurde, ist ja

x

k+i;j

= 0 f

�

ur j > 0, soda� x

k+i;0

= ~r

k+i

= p

�(k+i)

�1. Also vers
hwindet na
h Korol-

lar 1.1.13 der MultinomialkoeÆzient (x

k+i;0

j � � � jx

k;i

j � � � jx

0;k+i

) modulo p, da bei der

Addition x

k;i

+ x

k+i;0

zur Basis p

�

Ubertr

�

age auftreten. Da dieser MultinomialkoeÆ-

zient ein Faktor von �(X) ist, tr

�

agt die Matrix X ni
hts zum Produkt P (

~

R) � P (R)

bei.

Es bleibt also nur die Matrix mit x

k;0

= ~r

k

, x

0;k

= r

k

und x

i;j

= 0 f

�

ur i; j > 0

�

ubrig. Deren Beitrag zum Produkt ist

(~r

1

jr

1

) � � � (~r

n

jr

n

) � P (R +

~

R):

Die BinomialkoeÆzienten haben alle die Form (p

�(k)

�1jr

k

). Wiederum na
h Korollar

1.1.13 vers
hwindet dieser Faktor, falls r

k

6� 0 mod p

�(k)

ist. Im anderen Fall erh

�

alt

man mit Lemma 1.1.12, da� (p

N

� 1 j p

N

� K) � 1 mod p f

�

ur beliebige N und K,

was wir hier f

�

ur N = �(k) und K = r

k

=p

�(k)

benutzen k

�

onnen; die Darstellung zur

Basis p ist n

�

amli
h

p

N

� 1 = (p� 1)+ (p� 1)p+(p� 1)p

2

+ � � �+(p� 1)p

N�1

p

N

�K = 0+ 0 � p+ 0 � p

2

+ � � �+ 0 � p

N�1

+

X

i�N

k

i

p

i
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soda�

(p

N

� 1 j p

N

K) � (p� 1 j 0) � � � (p� 1 j 0) �

Y

i�N

(0 j k

i

) mod p

� 1 mod p:

Damit ist P (

~

R)P (R) = P (

~

R+ R), wie behauptet.

Wir geben dieses Resultat no
h einmal mit anderen Worten wieder: Falls der

zweite Faktor Q(")P (R) dieB-Signatur Null hat, so erzwingt die Linksmultiplikation

mit T

B

einfa
h die maximale B-Signatur; die anderen Zi�ern von Q(")P (R) werden

ni
ht ver

�

andert. Hat der zweite Faktor eine von Null vers
hiedene B-Signatur, so

wird er annulliert. Insbesondere ist

T

B

A = F

p

�

Q(")P (R)

�

�

sig

B

�

Q(")P (R)

�

maximal

	

: (2.15)

Beweis von 2). Wie man si
h lei
ht

�

uberlegt, rei
ht es die Aussage f

�

ur k = 1 zu

beweisen, weil man Q

k

als Q � � �Q s
hreiben kann. Als erstes betra
hten wir wieder

Q � Q("). Zur Abk

�

urzung sei P

N

= P (0; : : : ; 0; N), soda� Q = P

p

�(i

0

)

. Aus Lemma

1.1.14 kennen wir die Kommutatorrelation

P

N

Q

j

= Q

j

P

N

+

(

Q

i

0

+j

P

N�p

j
falls N � p

j

,

0 sonst.

(2.16)

Wir behaupten, da� wieder nur der erste Summand von Bedeutung ist. Wegen N <

p

�

0

(i

0

)

folgt aus 2.12 { angewendet auf (�

0

; �

0

) { da� �(i

0

+j) = 2, soda� Q

i

0

+j

immer

ein Bo
kstein aus B ist. Sei fQ

j

1

; : : : ; Q

j

L

g mit j

1

< � � � < j

L

die Menge dieser

Bo
ksteins. Dur
h wiederholte Anwendung erhalten wir aus 2.16 zun

�

a
hst

P

N

Q

j

1

� � �Q

j

L

= Q

j

1

� � �Q

j

L

P

N

+

X

�

L-fa
hes Bo
ksteinprodukt aus B

�

�

�

irgendwas

�

:

Unter den Faktoren auf der re
hten Seite kann der kleinste Bo
kstein aus B ni
ht

auftreten, weil das Q

i

0

+j

aus 2.16 wegen i

0

� 1 niemalsQ

j

1

ist. Also mu� dort jeweils

ein Bo
kstein doppelt vorkommen und annulliert damit den Summanden.

S
hreibt man Q(") = Q

j

1

� � �Q

j

L

� Q

j

L+1

� � �Q

j

L

0

= Q(~") � Q

j

L+1

� � �Q

j

L

0

, so ist

PQ(") = Q(~") � PQ

j

L+1

� � �Q

j

L

0

. Wendet man nun 2.16 auf den zweiten Teil an, so

kann man wiederum die St

�

orterme ignorieren: es wurde s
hon festgestellt, da� dabei

nur Bo
ksteinoperatoren aus B auftreten, und diese werden dur
h den Vorfaktor

Q(~") zu Null.

Also ist Q �Q(") = Q(") � Q und wir m

�

ussen nur no
h Q � P (R) betra
hten. Sei

X = (x

i;j

) eine Multiplikationsmatrix. Wir behaupten, da� wieder nur die triviale

Matrix mit x

i;j

= 0 f

�

ur i � 1 eine Rolle spielt. F

�

ur diesesX gilt o�enbar x

i

0

;0

= p

�(i

0

)

und x

i;0

= 0 f

�

ur i 6= i

0

. Ihr Beitrag zum Produkt ist deswegen (p

�(i

0

)

j r

i

0

) � P

�

R +

(0; : : : ; 0; p

�(i

0

)

)

�

. Na
h Lemma 1.1.12 ist der BinomialkoeÆzient gerade (1 j z) =

z + 1, was mit der Behauptung

�

ubereinstimmt.

Sei also X jetzt eine andere Matrix, dh. es sei x

i;j

6= 0 f

�

ur gewisse i; j � 1.

O�enbar ist i = i

0

, da in Q nur der i

0

te Eintrag von Null vers
hieden ist. Sei
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j

0

das gr

�

o�te j mit x

i

0

;j

6= 0. Dieselbe Abs
h

�

atzung wie oben zeigt, da� x

i

0

;j

0

6�

0 mod p

�(i

0

+j

0

)

gilt. Die Maximalit

�

at von j impliziert x

i;i

0

+j

0

= 0 f

�

ur alle i � 1.

Also hat man x

0;i

0

+j

0

= r

i

0

+j

0

. Dies ist � �1 mod p

�(i

0

+j

0

)

weil Q(")P (R) maximale

B-Signatur hat. Deswegen tritt bei der Addition x

i

0

;j

0

+ x

0;i

0

+j

0

ein

�

Ubertrag auf

und es ist �(X) = 0.

Beweis von 3). Dies ist v

�

ollig trivial: z ist eben genau dann Null, wenn der Bo
kstein

Q no
h ni
ht in Q(") auftau
ht.

2) und 3) lassen si
h so zusammenfassen: wenn B

0

ein Na
hfolger von B ist, so

enth

�

alt das Pro�l von B

0

genau ein K

�

ast
hen mehr als B. Hat Q(")P (R) bereits

volle B-Signatur, so erh

�

oht die Linksmultiplikation mit Q = Q

B;B

0

einfa
h die Zi�er

in diesem zus

�

atzli
hen K

�

ast
hen, solange dabei kein

�

Ubertrag entsteht. Entsteht ein

�

Ubertrag, so ist das Ergebnis Null. Insbesondere ergibt si
h

Q

k

B;B

0

T

B

A = F

p

�

Q(")P (R)

�

�

sig

B

�

Q(")P (R)

�

maximal, B

0

n B-Zi�er � k

	

:

(2.17)

Den Kontakt zu Abs
hnitt 2.1.2 stellt das folgende Korollar her.

Korollar 2.2.12. Sei B eine endli
he zul

�

assige Hopf-Unteralgebra und B

0

ein Na
h-

folger von B. Q und l seien wie oben de�niert. Dann gilt: Linksmultiplikation mit

Q de�niert eine Abbildung

Q : T

B

A! T

B

A

und diese induziert eine freie F

p

[Q℄=(Q

l

)-Modulstruktur auf T

B

A mit Q

l�1

T

B

A =

T

B

0

A.

Beweis. Aus 2.2.11,1) und 2) folgt QT

B

= T

B

Q. Deswegen ist QT

B

A = T

B

QA �

T

B

A, soda� Q : T

B

A! T

B

A wohlde�niert ist. 2.2.11, 2) und 3) implizierenQ

l�1

T

B

A

= T

B

0

A und Q

l

T

B

A = 0. T

B

A ist als F

p

[Q℄=(Q

l

)-Modul frei weil

fQ(")P (R) jB-Signatur maximal und B

0

n B-Zi�er = 0 g

o�enbar eine F

p

[Q℄=(Q

l

)-Basis ist.

Man bea
hte, da� Q

k

T

B

A eine Vektorraumbasis hat, die eine Teilmenge der

Milnor-Basis ist. Dies ist f

�

ur die Implementierung auf dem Computer von gro�er Be-

deutung: weder bei der Inklusion T

B

A! A, no
h bei der Projektion T

B

: A� T

B

A

mu� nennenswert gere
hnet werden, und dasselbe gilt au
h f

�

ur die Operation von

Q.

Wir bemerken no
h, da� si
h 2.2.12 o�enbar auf Aufl

�

osungen

�

ubertr

�

agt:

Korollar 2.2.13. Sei C

�

eine partielle Aufl

�

osung. Dann ist T

B

C

�

ein freier F

p

[Q℄=(

Q

l

)-Modul mit Q

l�1

T

B

C

�

= T

B

0

C

�

.

Beweis. Klar, weil C

�

ein freier A-Modul ist.

Zum Abs
hlu� no
h eine Bemerkung zur Demysti�kation, im Ans
hlu� an 2.2.3:

Bemerkung 2.2.14. AlsA-Re
htsmodul kann T

B

Amit dem Hopf-QuotientenBnnA

= F

p




B

A identi�ziert werden. Es ist ja T

B

A = T

B

B 


B

A, soda� nur T

B

B

�

=

B

F

p

gezeigt werden mu�. Dies ist aber klar, denn na
h Lemma 2.2.11 ist T

B

B = F

p

f T

B

g.
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2.2 Weisen seiner Anwendung

2.2.3 Von Unten, allgemein

Wir kommen nun zu unserem Algorithmus. Wir wollen zeigen, wie man im Berei
h

T � �

B

> S � d

B

mithilfe von Lemma 2.1.9 die Bere
hnung von C

�

auf das Re
hnen

mit T

B

C

�

zur

�

u
kf

�

uhren kann.

Seien S; T 2 N und C

�

eine in (S; T ) erweiterbare Aufl

�

osung. Sei B � A eine

endli
he zul

�

assige Hopf-Unteralgebra mit einer S
hrittzerlegung

0 = B(�

0

) � B(�

1

) � � � � � B(�

N

) = B:

Zur Abk

�

urzung s
hreiben wir B

m

= B(�

m

), T

m

= T

B

m

, �

m

= j T

m

j, Q

m

= Q

B

m

;B

m+1

und l

m

= l

B

m

;B

m+1

. Das Ziel ist, die Erweiterung von C

�

im Grad (S; T ) mithilfe

von Lemma 2.1.2 auf Re
hnungen in T

N

C

�

zur

�

u
kzuf

�

uhren. Dabei folgt man der

Zerlegung dur
h die B

m

, indem man die Re
hnung in T

m

C

�

auf l

m

Re
hnungen

mit T

m+1

C

�

reduziert. Der S
hritt von T

m

C

�

zu T

m+1

C

�

benutzt dabei die kurzen

exakten Sequenzen

T

m+1

C

�

= Q

l

m

�1

m

T

m

C

�

// //
T

m

C

�

Q

m

// //
Q

m

T

m

C

�

; (2.18)

T

m+1

C

�

= Q

l

m

�1

m

T

m

C

�

// //
Q

m

T

m

C

�

Q

m

// //
Q

2

m

T

m

C

�

;
(2.19)

.

.

.

T

m+1

C

�

= Q

l

m

�1

m

T

m

C

�

// //
Q

l

m

�2

m

T

m

C

�

Q

m

// //
Q

l

m

�1

m

T

m

C

�

:

(2.20)

Da� dies funktioniert sagt

Satz 2.2.15. Falls T��

B

> S �d

B

, so sind alle auftretenden Sequenzen 2.18,. . . ,2.20

in den n

�

otigen Bigraden freundli
h.

Vor dem Beweis brau
hen wir no
h zwei Lemmas.

Lemma 2.2.16. F

�

ur alle m ist (l

m

� 1)jQ

m

j � d

B

.

Beweis. So war d

B

gerade de�niert.

Lemma 2.2.17. C

�

sei in (S; T ) erweiterbar. Dann ist f

�

ur 0 � m < n und 0 � k <

l

m

H

s;t

(Q

k

m

T

m

C

�

) = 0 f

�

ur (s; t) 2 R

o

S;T

\ A

d

B

;0�

:

Beweis. F

�

ur k = m = 0 ist dies wahr, weilC

�

na
h Voraussetzung inR

o

S;T

nf 0 g exakt

ist. Sei die Aussage f

�

ur k = 0 und m = m

0

< N s
hon bekannt. Wegen Lemma 2.1.9

gilt sie dann au
h f

�

ur die anderen k < l

m

: Dazu setzen wir M

�

= T

m

C

�

, Q = Q

m

,

l = l

m

, � = d

B

und r = 0. Wie gerade gesehen ist dann (l � 1)q � �, soda� also

lq=2 � � und r

0

= 0, letzteres weil (l � k)q � � � (l � 1)q � � � 0. Also ist Lemma

2.1.9 anwendbar und die Behauptung f

�

ur k < l gezeigt. Da Q

l

m

�1

m

T

m

C

�

= T

m+1

C

�

ist, haben wir die Behauptung damit au
h f

�

ur k = 0 und m = m

0

+ 1 gezeigt, was

die Induktion s
hlie�t.

Der Satz ist jetzt eine einfa
he Konsequenz:
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Abbildung 2.5: Zerlegung der Matrizen bei der Bere
hnung der Homologie von

C

11;220

! C

10;220

! C

9;220

f

�

ur p = 2. Diese Vektorr

�

aume haben die Dimen-

sion 439547, 488273 bzw. 521837. Benutzt wurde die Unteralgebra B mit Pro-

�l � = (3; 3; 2; 1); f

�

ur B hat man d

B

= 15, �

B

= 64, soda� Satz 2.2.15 f

�

ur

(S; T ) = (10; 220) anwendbar ist. Na
h Anwendung der Lemmas 2.1.2 und 2.1.3 blei-

ben eine Homologiebere
hnung und 511 Hebungsprobleme

�

ubrig. Gezeigt werden die

Dimensionen der dabei auftretenden Vektorr

�

aume T

B

C

�;210�?

mit � 2 f 9; 10; 11 g.

Der obere Berei
h bezieht si
h auf C

9

, der mittlere auf C

10

und der untere auf C

11

.

Beweis des Satzes. Wir m

�

ussen zeigen, da� f

�

ur T � �

B

> S � d

B

alle auftreten-

de Bigrade (s; t) in A

d

B

;0�

liegen. Man bedenke, da� die Inklusion T

m+1

C

�

�

Q

k

m

T

m

C

�

den internen Grad um (l

m

� 1 � k)q

m

erh

�

oht, wobei q

m

= jQ

m

j. Wird

Lemma 2.1.2 also auf 2.18 angewendet, so ersetzt es die Bere
hnung der Homologie

H

s;t

(T

m

C

�

) dur
h die Bere
hnung der Homologie H

s;t

(QT

m

C

�

) und die Bere
hnung

eines Lifts L

s;t�(l

m

�1)q

m

(T

m+1

C

�

). Dur
h wiederholte Anwendung auf 2.18,. . . ,2.20

wird H

s;t

(T

m

C

�

) s
hlie�li
h dur
h

H

s;t

(T

m+1

C

�

) und L

s;t�q

m

(T

m+1

C

�

); L

s;t�2q

m

(T

m+1

C

�

); : : : ; L

s;t�(l

m

�1)q

m

(T

m+1

C

�

)

ersetzt. Dieselbe Verteilung ergibt si
h bei Anwendung von Lemma 2.1.3 auf das

Hebungsproblem L

s;t

(T

m

C

�

). Summiert man nun

�

uber alle m zwis
hen 0 und N �1,

so ergibt si
h als maximale Vers
hiebung des internen Grads

P

0�m<N

(l

m

� 1)jQ

m

j.

Wie man si
h lei
ht

�

uberlegt ist dies aber gerade �

B

.

Bemerkung 2.2.18 (vgl. Bemerkung 2.2.3). Angenommen C

�

w

�

are eine voll-

st

�

andige A-Aufl

�

osung von F

p

. Na
h Satz 2.2.1 kann man C

�

dann au
h als B-Auf-

l

�

osung betra
hten. Wie in 2.2.14 bemerkt, ist T

B

B

�

=

F

p

, soda� T

B

C

�

= F

p




B

C

�

.

F

�

ur k = 0 ist Lemma 2.2.17 dann einfa
h ein bekanntes Vers
hwindungsresultat f

�

ur

H

�;�

(T

B

C

�

) = Tor

B

�;�

(F

p

; F

p

) (siehe zB. [5℄ und/oder [33℄).

Wir bes
hlie�en die Diskussion der unteren Varianten mit ein paar Statistiken. In

Abbildung 2.5 sieht man wie Satz 2.2.15 bei der Bere
hnung von Ext

11;220

A

(F

2

; F

2

) f

�

ur
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Abbildung 2.6: Anwendbarkeit von Satz 2.2.15 f

�

ur p = 2. F

�

ur die Folge der

Hopf-Unteralgebren B(1), B(1; 1), B(2; 1), B(2; 1; 1), B(2; 2; 1), usw. wird jeweils

der Berei
h t � �

B

> d

B

(s � 1) gezeigt. Das verwendete Koordinatensystem ist

(x; y) = (t� s; s).

p = 2 angewendet wird. Die Methode ist hier sehr e�ektiv, weil man eine gro�e Un-

teralgebra B = B(3; 3; 2; 1) verwenden kann; statt mit Vektorr

�

aumen der Dimension

� 500000 re
hnen zu m

�

ussen, kommt man mit sol
hen der Dimension � 2500 aus.

Allerdings ist die untere Variante weit weniger ma
htvoll, wenn s im Verglei
h zu

t�s gro� wird. Dies sieht man in Abbildung 2.6, in der in (s; t�s)-Koordinaten jeweils

die Berei
he t� �

B

> d

B

s f

�

ur gewisse B gezeigt werden. In diesem problematis
hen

Berei
h l

�

a�t si
h jedo
h die obere Version des Lemmas einsetzen, was wir als n

�

a
hstes

erkl

�

aren m

�

o
hten.

2.2.4 Von Oben

Wir benutzen wieder die Zerlegung von C

�

dur
h die Sequenzen 2.18,. . . ,2.20, wollen

aber jetzt Lemma 2.1.8 statt Lemma 2.1.9 anwenden.

Sei also wie oben B � A eine endli
he zul

�

assige Hopf-Unteralgebra mit einer

S
hrittzerlegung 0 = B

0

� � � � � B

N

= B. Wir setzen

� = �

B

= min

�

jQ

B

m

;B

m+1

j : m = 0; : : : ; N � 1

	

:

Unser Ziel ist

Satz 2.2.19. Ist C

�

in (S; T ) erweiterbar, so sind f

�

ur T < �

B

� S alle 2.18,. . . ,2.20

in allen n

�

otigen Bigraden freundli
h.
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2 Ein Lemma

Zum Beweis brau
hen wir wieder zwei Lemmas:

Lemma 2.2.20. F

�

ur alle Q

m

ist jQ

m

j � �.

Beweis. So ist �

B

gerade de�niert.

Lemma 2.2.21. Ist C

�

in (S; T ) erweiterbar, so ist H

s;t

(T

m

) = 0 f

�

ur (s; t) 2 R

o

S;T

\

A

�;��m+

.

Beweis. Dur
h Induktion na
h m folgt dies aus Lemma 2.1.8. Der Induktionsanfang

m = 0 ist klar. Beim S
hritt m ) m + 1 setzen wir M = T

m

C

�

, Q = Q

m

, l = l

m

,

r = ��m und k = l � 1. Wegen �2� + (l � k)q = �2� + q = �� + (q � �) � ��

ist r

0

= r + minf��;�2� + (l � k)q g = r � � = �m� � � = �(m + 1)�, wie

behauptet.

Beweis des Satzes. Dur
h wiederholte Anwendung von Lemma 2.1.2 auf 2.18,. . . ,2.20

wird das Homologieproblem zu H

s;t

(T

m

C

�

) auf folgende Art zerlegt:

H

s;t

(T

m

C

�

)

+3

%-
SSSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSSSSS
H

s;t

(Q

m

T

m

C

�

)

+3

&.
UUUUUUUUUUUUUUUU

UUUUUUUUUUUUUUUU
H

s;t

(Q

2

m

T

m

C

�

)

+3

#+
PPPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPPP
� � �

L

s;t�(l�1)q

m

(T

m+1

C

�

) L

s;t�(l�2)q

m

(T

m+1

C

�

)
� � �

DieselbeVerteilung erh

�

alt man au
h bei Anwendung von Lemma 2.1.3 auf L

s;t

(T

m

C

�

).

Damit Lemmas 2.1.2 und 2.1.3 anwendbar sind, mu� T

m+1

C

�

in den Bigraden der

unteren Zeile, also in (s; t�q

m

),. . . ,(s; t�(l�1)q

m

), exakt sein. Wir s
hauen uns also

die auftretenden t-Komponenten genauer an: f

�

ur m = 0 brau
ht man die Exaktheit

f

�

ur t � T�q

0

� T��. F

�

ur m = 1 brau
ht man t � T���kq

1

� T���k� � T�2�.

F

�

ur ein allgmeines m erh

�

alt man s
hlie�li
h t � T � (m+ 1)�. Na
h Lemma 2.2.21

ist T

m+1

C

�

aber dort jeweils wie gew

�

uns
ht exakt.

2.2.5 Von Oben (de-Luxe-Variante)

Die Theorie aus Abs
hnitt 2.2.2 kann man no
h ein bi�
hen Verallgemeinern. Sei

dazu B(�; �) eine zul

�

assige Hopf-Unteralgebra, deren Pro�l kein K

�

ast
hen aus den

ersten i

0

� 1 Spalten enth

�

alt. Es sei also �(i) = 1 f

�

ur i < i

0

� 1, �(i) = 0 f

�

ur i < i

0

.

Zu u mit 0 � u � �(i

0

) bilden wir

B

u

=

�

Q(")P (R) 2 B

�

�

r

i

0

� 0 mod p

u

	

:

O�enbar gilt

B

0

= B

�(i

0

)

� B

�(i

0

)�1

� � � � � B

0

= B;

wobei B

0

= B(�

0

; �

0

) aus B dur
h Strei
hen der i

0

ten Spalte entstanden ist:

�

0

(i) = �(i) f

�

ur i 6= i

0

,

�

0

(i) = �(i) f

�

ur alle i,

�

0

(i

0

) = 0:
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Abbildung 2.7: Bild zur Anwendbarkeit von Satz 2.2.19 f

�

ur p = 2. Gezeigt werden die

Berei
he t < �

B

�s f

�

ur vers
hiedene �

B

. Der Berei
h ist umso dunkler, je gr

�

o�er B ge-

nommen werden kann. Mit gestri
helten Linien sind die Teilberei
he hervorgehoben,

in der die de-Luxe-Version 2.2.22 anwendbar ist.

B

u

unters
heidet si
h von B dadur
h, da� die ersten u K

�

ast
hen aus der i

0

ten Zeile

entfernt worden sind. Die Folge B

0

� � � � � B

�(i

0

)

sieht damit im Beispiel so aus:

Die B

u

sind zwar f

�

ur 1 � u < �(i

0

) keine Hopf-Algebren, k

�

onnen aber trotzdem

zur Zerlegung von C

�

benutzt werden. Dazu setzen wir Q

B

u+1

;B

u
= P (0; : : : ; 0; p

u

),

l

B

u+1

;B

u

= p und T

B

u

= Q(~")P (

~

R) mit

~"

j

= �(j)� 1; ~r

i

=

8

>

<

>

:

0 f

�

ur i < i

0

,

p

�(i

0

)

� p

u

; f

�

ur i = i

0

,

p

�(i)

� 1 f

�

ur i > i

0

.

Ist 0 = B

0

� � � � � B

N

= B

0

eine S
hrittzerlegung von B

0

, so k

�

onnen wir die Sequenz

B

0

= B

�(i

0

)

� � � � � B

u

ans
hlie�en; die Filtrierung

0 = B

0

� � � � � B

N

= B

�(i

0

)

� � � � � B

u

nennen wir dann S
hrittzerlegung von B

u

. Wie oben sei

�

B

u

= min

�

jQ

B

m

;B

m+1

j : m = 0; : : : ; N + �(i

0

)� u� 1

	

= min

�

�

jQ

B

m

;B

m+1

j : m = 0; : : : ; N � 1

	

[

�

jQ

B

v+1

;B

v

j : u � v < �(i

0

)

	

�

:

Damit gilt:
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Satz 2.2.22 (De-Luxe-Variante von 2.2.19). Lemma 2.2.11, die Korollare 2.2.12

und 2.2.13 und Satz 2.2.19 gelten weiter.

Beweis. Es rei
ht, das S
hl

�

usselresultat Lemma 2.2.11 zu

�

ubertragen. Tats

�

a
hli
h

bleibt der gegebene Beweis einfa
h g

�

ultig. Die Details

�

uberlassen wir vertrauensvoll

dem Leser.

Abbildung 2.7 zeigt f

�

ur p = 2 und f

�

ur vers
hiedene B die Berei
he, in denen Satz

2.2.19 oder Satz 2.2.22 anwendbar ist. Ein Beispiel f

�

ur die Anwendung von Satz

2.2.19 sieht man in Abbildung 2.8.

2.3 Der Algorithmus

Aus den S

�

atzen 2.2.15 und 2.2.19 (bzw. der Vers
h

�

arfung 2.2.22) kennen wir nun

Kriterien, unter denen 2.18,. . . ,2.20 freundli
he Sequenzen sind. Diese k

�

onnen also

wie in Abs
hnitt 2.1.1 bes
hrieben zur Vereinfa
hung von Homologie- und Hebungs-

problemen benutzt werden. Hier soll gezeigt werden, wie man daraus einen e�ektiven

Algorithmus bastelt, der au
h mit Erfolg auf zeitgen

�

ossis
hen Re
hnern implemen-

tiert werden kann.

2.3.1 Die Signatur�ltrierung

Unser Ausgangspunkt ist eine zul

�

assige Unteralgebra B � A mit einer S
hrittzerle-

gung 0 = B(�

0

) � B(�

1

) � � � � � B(�

N

) = B. Sei

S

B

=

�

sig

B

(Q(")P (R))

�

�

Q(")P (R) 2 B

	

�

=

�

("; R)

�

�

"

j

< �(j); r

i

< p

�(i)

8j � 0; i � 1

	

die Menge der m

�

ogli
hen B-Signaturen. Zur Abk

�

urzung bezei
hnen wir die ("; R) 2

S

B

in diesem Abs
hnitt im Regelfall mit $. Wie im Abs
hnitt vor Lemma 2.2.9 auf

Seite 39 bes
hrieben, induziert eine S
hrittzerlegung von B eine Ordnung auf S

B

:

es sei $ < $

0

, falls f

�

ur ein m die ersten m-Zi�ern von $ und $

0

�

ubereinstimmen

w

�

ahrend

(m+ 1)te Zi�er von $ < (m+ 1)te Zi�er von $

0

gilt. Damit de�nieren wir

A

[$℄

= F

p

�

Q(")P (R)

�

�

sig

B

�

Q(")P (R)

�

= $

	

;

A

[�$℄

= F

p

�

Q(")P (R)

�

�

sig

B

�

Q(")P (R)

�

� $

	

:

Sei S

B

= f$

0

; : : : ; $

K

g eine Aufz

�

ahlung der vers
hiedenen B-Signaturen mit $

j

<

$

j+1

. Die A

[�$

j

℄

bilden eine absteigende Filtrierung

A = A

[�$

0

℄

� A

[�$

1

℄

� � � � � A

[�$

K

℄

� 0: (2.21)

Wir nennen diese die Signatur�ltrierung ; sie wird in unserer Implementierung des

Algorithmus die Betra
htung der Sequenzen 2.18,. . . ,2.20 ersetzen.

Zur Vereinfa
hung nehmen wir ab jetzt folgendes an:
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2.3 Der Algorithmus

Annahme 2.3.1. Die S
hrittzerlegung erf

�

ulle folgende Bedingungen:

� Jede �-Zi�er sei signi�kanter als jede �-Zi�er.

� Ein �-K

�

ast
hen sei signi�kanter als alle �-Zi�ern in h

�

oheren Zeilen.

Von den beiden in Abbildung 2.4 gezeigten S
hrittzerlegungen erf

�

ullt zum Bei-

spiel die linke diese Annahme, die re
hte aber ni
ht. Es gibt au
h zu jedem B eine

S
hrittzerlegung, die mit dieser Voraussetzung vertr

�

agli
h ist: eine sol
he erh

�

alt man

beispielsweise, wenn man der Konstruktion aus dem Beweis von Lemma 2.2.8 folgt.

Lemma 2.3.2. Die A

[�$℄

sind Re
htsideale von A, dh. es ist A

[�$℄

= A

[�$℄

� A.

Beweis. Wir m

�

ussen eine Multiplikation der Form Q(")P (R)Q("

0

)P (R

0

) betra
hten,

bei der sig

B

�

Q(")P (R)

�

� $ ist. Man benutzt zun

�

a
hst Lemma 1.1.14 und ersetzt

ein auftretendes P (R)Q

s

dur
h Q

s

P (R) +

P

Q

s+t

P (: : : ; r

t

� p

s

; : : :). Hier kann die

B-Signatur des Ausdru
ks Q

s+t

P (: : : ; r

t

� p

s

; : : :) nur dann kleiner als P (R) sein,

wenn das p

s

, das an der tten Stelle abgezogen wird, zu einem �-K

�

ast
hen aus B

geh

�

ort. Also w

�

are �(t) > s, soda� na
h 2.12 �(t+ s) = 2 gilt. Das auftretende Q

s+t

erh

�

oht damit eine �-Zi�er, soda� die B-Signatur insgesamt zunimmt.

Man mu� also nur no
h den Ausdru
k Q(")Q("

0

)P (R)P (R

0

) betra
hten. Es ist zu

zeigen, da� jeder Summand von P (R)P (R

0

) mindestens die B-Signatur des ersten

Faktors hat. Dazu betra
hte man eine Multiplikationsmatrix X = (x

i;j

) aus dem

Milnor-Algorithmus. Falls

x

i;j

� 0 mod p

�(i)�j

f

�

ur alle i; j � 1 (2.22)

gilt, so bleibt die B-Signatur unver

�

andert: aus r

i

=

P

j

x

i;j

p

j

erh

�

alt man zun

�

a
hst

r

i

�

P

j

x

i;j

p

j

modp

�(i)

� x

i;0

modp

�(i)

, soda� man f

�

ur den Summanden P (t

1

; : : : ; t

n

)

�ndet, da� t

n

=

P

i+j=n

x

i;j

� x

n;0

mod p

�(n)

� r

n

mod p

�(n)

. Eine ge

�

anderte B-

Signatur ergibt si
h also nur, wenn 2.22 f

�

ur mindestens ein Paar i; j � 1 verletzt

ist.

Wir nehmen dies also probeweise an. Man w

�

ahle dann i und j so, da� x

i;j

mini-

male p-adis
he Bewertung hat: es sei x

i;j

6� 0 mod p

k

mit einem k � �(i)� j, aber

x

i

0

;j

0

� 0 mod p

k�1

f

�

ur alle i

0

; j

0

. Daraus ergeben si
h wie oben r

n

� x

n;0

mod p

k

und

t

n

� r

n

modp

k�1

f

�

ur alle n. Daraus folgt zun

�

a
hst, da� si
h die Signaturen von P (T )

und P (R) fr

�

uhestens in der kten Zeile unters
heiden k

�

onnen. Und da x

i;j

6� 0modp

k

,

hat P (T ) dort au
h eine e
ht gr

�

o�ere Zi�er stehen als P (R).

Bemerkung 2.3.3. Aus dem Beweis sehen wir, da� der signaturerhaltende Teil der

Multiplikation

A

[$℄

� A

[�$℄

�Q(")P (R)

//
A

[�$℄

! A

[�$℄

=A

[>$℄

�

=

A

[$℄

direkt, dh. ohne den Umweg

�

uber die Bestimmung des vollen Produkts, bere
hnet

werden kann: dazu lasse man bei der Benutzung der Kommutatorformel aus Lemma

1.1.14 einfa
h die Terme mit einem st

�

orenden Q

s+t

weg, und bes
hr

�

anke si
h bei

der Milnor-Multiplikation darauf, nur sol
he Multiplikationsmatrizen X = (x

i;j

)

dur
hzugehen, die 2.22 erf

�

ullen.
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Abbildung 2.8: Zerlegung der Matrizen von C

35;245

! C

34;245

! C

33;245

f

�

ur p = 2

bei Verwendung von 2.2.22. Hier wurde B(�; �) mit � = (0; 0; 4; 3; 2; 1) und

� = (0; 0; 0; 1; 1; 1; 1) benutzt. Alle Matrizen sind ann

�

ahernd quadratis
h. Vor der

Zerlegung haben die Vektorr

�

aume Dimension� 130000. Bei der Zerlegung entstehen

theoretis
h 2

14

= 16384 kleinere Matrizen, aber nur 590 von diesen haben von Null

vers
hiedene Abmessungen. Die Mehrzahl der Matrizen ist sehr klein, deshalb blei-

ben ein paar ziemli
h gro�e Matrizen mit Gr

�

o�e bis zu 10700

�

ubrig. Diese sind jedo
h

dem 130000-dimensionalen Ausgangsproblem immer no
h bei weitem vorzuziehen.

Die Multiplikation � : B
A! A induziert einen Isomorphismus B 


B

A

�

= //
A .

Dur
h Eins
hr

�

ankung erh

�

alt man daraus

B

[�$℄




B

A

� //
A

[�$℄

: (2.23)

Lemma 2.3.4. 2.23 ist ein Isomorphismus und es ist A

[�$℄

=A

>$

�

=

�

j$j

BnnA.

Beweis. Wir benutzen, da� A na
h Satz 2.2.1 ein freier B-Linksmodul ist. Deswegen

ist �


B

A ein exakter Funktor, soda� in dem Diagramm

B

[>$℄




B

A

// //

��

B

[�$℄




B

A

// //

��

�

j$j

F

p




B

A

��

A

[>$℄

// //
A

[�$℄

// //
A

[�$℄

=A

[>$℄

beide Zeilen exakt sind. 2.23 ist deswegen als Eins
hr

�

ankung von B 


B

A

�

= //
A

immer injektiv. Es mu� also nur die Dimensionsglei
hheit beider Seiten gezeigt

werden. Diese ergibt si
h dur
h Induktion, da man lei
ht na
hpr

�

ufen kann, da�

A

[�$℄

=A

>$

�

=

A

[$℄

und �

j$j

F

p




B

A in jedem Grad dieselbe Dimension haben. Da�

A

[�$℄

=A

>$

und �

j$j

BnnA identi�ziert werden k

�

onnen ist damit au
h klar (n

�

amli
h

aus der re
hten Spalte).
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2.3 Der Algorithmus

Diese Aussagen

�

uber A

�

ubertragen si
h sofort auf eine jede A-freie partielle Auf-

l

�

osung C

�

: dazu setzen wir C

[�$℄

�

= A

[�$℄

� C

�

. Ist G

�

� C

�

eine A-Basis so ist

o�enbar

C

[�$℄

�

= F

p

�

Q(")P (R)g

�

�

g 2 G

�

; sig

B

(Q(")P (R)) � $

	

:

Passend dazu sei

C

[$℄

�

= F

p

�

Q(")P (R)g

�

�

g 2 G

�

; sig

B

(Q(")P (R)) = $

	

;

obwohl dieses genaugenommen au
h von der gew

�

ahlten Basis G

�

abh

�

angt. Wir er-

halten somit die Signatur�ltrierung

C

�

= C

[�$

0

℄

�

� C

[�$

1

℄

�

� � � � � C

[�$

K

℄

�

� 0: (2.24)

Lemma 2.3.5. Das Di�erential d : C

�

! C

��1

respektiert diese Filtrierung.

Beweis. Wegen C

[�$℄

�

= A

[�$℄

� C

�

, ist d(C

[�$℄

�

) = d(A

[�$℄

� C

�

) � A

[�$℄

� d(C

�

) �

C

[�$℄

��1

.

Wie in Lemma 2.3.4 k

�

onnen wir au
h in 2.24 die sukzessiven QuotientenC

[�$℄

�

=C

[>$℄

�

mit dimensionsvers
hobenen Kopien von F

p




B

C

�

�

=

T

B

C

�

identi�zieren. Daraus er-

gibt si
h der

Satz 2.3.6. Sei C

�

eine in (S; T )-erweiterbare Aufl

�

osung und B � A wie oben eine

zul

�

assige Unteralgebra mit einer S
hrittzerlegung. Sind die Voraussetzungen von Satz

2.2.15 oder 2.2.19/2.2.22 erf

�

ullt, so sind

C

[�$℄

�

=C

[>$℄

�

// //
C

�

=C

[>$℄

�

// //
C

�

=C

[�$℄

�

(2.25)

f

�

ur $ 6= 0 freundli
he exakte Sequenzen.

Beweis. Es ist zu zeigen, da� die Homologie der Quotienten C

[�$℄

�

=C

[>$℄

�

�

=

T

B

C

�

in unserem Bigrad vers
hwindet. Diese Quotienten k

�

onnen na
h Lemma 2.3.4 mit

denen, die bei Benutzung von 2.18,. . . ,2.20 auftreten, identi�ziert werden. Da� de-

ren Homologie vers
hwindet, ist aber gerade die Aussage von Satz 2.2.15 bzw.

2.2.19/2.2.22.

2.3.2 Die Implementierung

Aus Satz 2.3.6 erh

�

alt man nun ein Verfahren, das si
h tats

�

a
hli
h programmieren

l

�

a�t. Dabei geht es uns um zwei eng verwandte Problemstellungen, die wir na
hein-

ander diskutieren: die Bere
hnung der Aufl

�

osung und die Behandlung von Hebungs-

problemen.

Sei zun

�

a
hst C

�

eine in (S; T ) erweiterbare Aufl

�

osung. Man w

�

ahle ein B � A, auf

das Satz 2.2.15 oder Satz 2.2.19/2.2.22 anwendbar sind, und eine S
hrittzerlegung,

die der Annahme des vergangenen Abs
hnitts gen

�

ugt. Zur Fortsetzung der partiellen

Aufl

�

osung im Bigrad (S; T ) gehe man so vor:
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2 Ein Lemma

Algorithmus 2.3.7 (zur Erweiterung der Aufl

�

osung).

I

Bere
hne die Homologie H

S;T

(C

�

=C

[>0℄

�

).

Hier geht es gerade um den Signatur-Null-Anteil

C

S+1

=C

[>$

0

℄

S+1

d //
C

S

=C

[>$

0

℄

S

d //
C

S�1

=C

[>$

0

℄

S�1

C

[$

0

℄

S+1

�

=

OO

C

[$

0

℄

S

�

=

OO

C

[$

0

℄

S�1

�

=

OO

Bei der Bere
hnung bea
hte man Bemerkung 2.3.3. Das Resultat dieser Re
hnung

sind Vektoren n

1

; : : : ; n

r

2 C

S

, die modulo C

[>0℄

S

Zykel sind und eine Basis von

H

S;T

(C

�

=C

[>0℄

�

) repr

�

asentieren.

Gehe nun die Menge S

B

= f$

0

< $

1

< � � � < $

K

g der B-Signaturen der Reihe

na
h dur
h, beginnend mit $

1

.

II

$

F

�

ur ein sol
hes $ 2 S

B

s
hreibe man d(n

i

) = p

i

+ q

i

wobei p

i

2 C

[$℄

S�1

und

q

i

2 C

[>$℄

S�1

.

Man bere
hne den signaturerhaltenden Teil

C

[$℄

S+1

� C

[�$℄

S+1

d //
C

[�$℄

S

� C

[�$℄

S

=C

[>$℄

S

�

=

C

[$℄

S

des Di�erentials und hebe die p

i

dur
h diese Matrix: das Ergebnis sind Kor-

rekturterme 


i

2 C

[$℄

S+1

mit

d(


i

) = p

i

+Terme gr

�

o�erer Signatur.

Man setze sodann n

neu

i

= n

i

� 


i

und gehe zum n

�

a
hsten $

�

uber.

III

Man f

�

uhre s
hlie�li
h neue Erzeugende g

i

mit dg

i

= n

i

in die Aufl

�

osung ein.

Begr

�

undung. Aufgrund der Freundli
hkeit der 2.25 sind

H

S;T

(C

�

) = H

S;T

(C

�

=C

[>$

K

℄

�

)! H

S;T

(C

�

=C

[>$

K�1

℄

�

)! � � � ! H

S;T

(C

�

=C

[>$

0

℄

�

)

s

�

amtli
h Isomorphismen. Die n

i

aus S
hritt I repr

�

asentieren gerade eine Basis der

letzten Gruppe; die Aufgabe der Korrekturs
hritte II

$

1

,. . . ,II

$

K

ist es gerade, die

n

i

zu Zykeln in C

�

zu deformieren, ohne die Homologieklassen zu

�

andern.

Beim Eintritt in S
hritt II

$

kann man induktiv dn

i

2 C

[�$℄

�

annehmen: Wegen

0 = ddn

i

= dp

i

+ dq

i

� dp

i

mod C

[>$℄

�

ist p

i

in C

[�$℄

�

=C

[>$℄

�

ein Zykel; aufgrund der Freundli
hkeit von 2.25 ist p

i

dort also

au
h ein Rand, weswegen 


i

existiert. Damit ist dn

neu

i

� p

i

�p

i

= 0modC

[>$℄

�

, soda�

n

neu

i

die Induktionsannahme f

�

ur den n

�

a
hsten Dur
hgang erf

�

ullt.

Sind s
hlie�li
h II

$

1

,. . . ,II

$

K

dur
hlaufen worden, so gilt dn

i

2 C

[>$

K

℄

�

= 0.

Die n

i

sind somit Zykel und wir k

�

onnen { dem Standardalgorithmus folgend { neue

Erzeugende g

i

mit Rand n

i

einf

�

uhren.
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Hebungsprobleme lassen si
h ganz

�

ahnli
h angehen: Angenommen C

�

sei bis

(S; T ) exakt und es sei ein Zykel z 2 C

S;T

gegeben, f

�

ur den ein Lift l aus C

S+1

gesu
ht wird.

Algorithmus 2.3.8 (zur L

�

osung eines Hebungsproblems). Man setze anfangs

l := 0, r := z. (r stehe f

�

ur \Rest".) Gehe nun die Menge S

B

= f$

0

< $

1

< � � � <

$

K

g der B-Signaturen der Reihe na
h dur
h, beginnend mit $

0

.

I

$

Man s
hreibe r = p + q mit p 2 C

[$℄

S

und q 2 C

[>$℄

S

. Man bere
hne den

signaturerhaltenden Teil C

[$℄

S+1

! C

[�$℄

S

� C

[$℄

S

des Di�erentials und hebe p

dur
h diese Matrix: als Resultat erh

�

alt man ein 
 2 C

S+1

mit

d(
) = p+ Terme gr

�

o�erer Signatur.

Setze nun l

neu

= l+
 und r

neu

= r�d(
) und gehe zur n

�

a
hsten Signatur

�

uber.

Begr

�

undung. Man

�

uberlegt si
h lei
ht, da� E := dl+ r bei den Dur
hg

�

angen dur
h

I

$

erhalten bleibt. Da zu anfang o�enbar E = z gilt, mu� man si
h nur

�

uberlegen,

da� am Ende der Rest r vers
hwindet.

Tats

�

a
hli
h gilt induktiv beim Eintritt in I

$

jeweils r 2 C

[�$℄

�

. Da au�erdem

dr = 0 gilt, ist r in C

[�$℄

�

=C

[>$℄

�

ein Zykel. Aufgrund der Freundli
hkeit von 2.25 ist

r also modulo C

[>$℄

�

au
h ein Rand, soda� der gesu
hte Korrekturterm 
 existiert.

Hat r s
hlie�li
h s

�

amtli
he S
hritte I

$

0

,. . . ,I

$

K

dur
hlaufen, so gilt r 2 C

[>$

K

℄

�

=

0, wie gew

�

uns
ht.

2.3.3 Zur Wahl des passenden B

Bleibt nur no
h zu kl

�

aren, wie man bei gegebenem S und T die am besten zum

Bigrad (S; T ) passende Unteralgebra �ndet. Wir betra
hten dazu die obere und die

untere Variante zun

�

a
hst getrennt. Sei also ein Bigrad (S; T ) gegeben.

Obere Variante (Satz 2.2.22). Hier gibt es ein eindeutig bestimmtes maxima-

les B, das die Voraussetzung von Satz 2.2.22 erf

�

ullt und keine unn

�

utzen K

�

ast
hen

enth

�

alt. Hierbei sollen die K

�

ast
hen als unn

�

utz gelten, deren Stellenwert gr

�

o�er ist

als die betra
htete Dimension T � S. Da alle auftretenden Steenrod-Operationen

in sol
hen K

�

ast
hen als Zi�er die Null stehen haben, kann unser Algorithmus dort

n

�

amli
h keine Vereinfa
hung erbringen.

Das gesu
hte B = B(�; �) ist explizit dur
h

�(j) =

(

2 falls 2p

j

� 1 � T � S und T < (2p

j

� 1) � S,

1 sonst,

�(j) =

(

min f k j p

k

(2p

j

� 2) � T � S g falls T < (2p

j

� 2) � S,

0 sonst.

gegeben. Die einfa
he Veri�zierung, da� dieses B zul

�

assig ist,

�

uberlassen wir dem

Leser. Die Beziehungen T < (2p

j

�1) �S bzw. T < (2p

j

�2) �S stellen hierbei si
her,

da� T < �

B

� S gilt, soda� Satz 2.2.22 anwendbar ist. Die Bedingungen, die si
h auf
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2p

n

� 1

unn�utze

K�ast
hen

2p

n

� 2

unn�utze

K�ast
hen

Abbildung 2.9: Bild zur Wahl von B bei Anwendung von Satz 2.2.19 oder 2.2.22.

Gezeigt wird ein typis
hes maximales B. Das Minimum in der De�nition von �

B

wird

jeweils in dem markierten K

�

ast
hen angenommen. Die unn

�

utzen K

�

ast
hen werden

dur
h die Bedingung 2p

y

(p

x

� 1) > T � S 
harakterisiert, was n

�

aherungsweise der

Halbebenen y + x > log

p

1

2

(T � S) entspri
ht.

T � S beziehen, dienen der Vermeidung unn

�

utzer K

�

ast
hen. Man verglei
he dazu

au
h Abbildung 2.9. Dort erkennt man, da� �

B

hier immer von der Form 2p

j

� 1

oder 2p

j

� 2 ist. In Abbildung 2.7 wurden die zugeh

�

origen Berei
he T < (2p

j

� 1) �S

und T < (2p

j

� 2) � S f

�

ur p = 2 graphis
h dargestellt.

Untere Variante (Satz 2.2.15). Hier sind in man
hen Bigraden unters
hiedli
he

maximaleB m

�

ogli
h. So sind zB. f

�

ur p = 2 und (S; T ) = (1; 19) sowohl B = B(1; 1; 1)

mit �

B

= 11, d

B

= 7 wie au
h B = B(2; 1) mit �

B

= 6, d

B

= 3 beide unter der

Nebenbedingung T � �

B

> S � d

B

ni
ht erweiterbar.

Man sollte si
h hier von der Philosophie leiten lassen, m

�

ogli
hst viele K

�

ast
hen

mit kleinem Stellenwert zu benutzen: zum einen verteilen si
h so die auftretenden

Steenrod-Operationen glei
hm

�

a�iger; zum anderen vermeidet man so eine Vergr

�

o�e-

rung der inversen Steigung d

B

, was den erlaubten Berei
h T � �

B

> S � d

B

s
hnell

verkleinern w

�

urde. In der Praxis hat es si
h bew

�

ahrt die K

�

ast
hen na
h folgendem

S
hema zu allozieren:

F

�

ur p = 2 ergibt si
h so zum Beispiel die Folge B(1), B(1; 1), B(2; 1), B(2; 1; 1),

B(2; 2; 1), B(3; 2; 1), B(3; 2; 1; 1), usw. Abbildung 2.6 zeigt f

�

ur diese B die Berei
he,

in denen sie anwendbar sind.

Aus dem Verglei
h der Abbildungen 2.6 und 2.7 sieht man, da� die obere Vari-

ante eher im oberen Teil des Quadranten, die untere dagegen eher im Unteren, an-

zuwenden ist. Wel
he bei gegebenem (S; T ) ratsam ist, ents
heidet man am besten

dur
h Ausprobieren: man bestimme dazu na
h dem gerade ges
hilderten Verfahren

das optimale obere bzw. untere B. Zu diesen erre
hne man jeweils die Dimensionen

der Signatur-Null-Teile C

[0℄

�

. Sodann nehme man dasjenige B, wel
hes hierf

�

ur den

kleineren Wert liefert.

Wir wollen zum S
hlu� no
h bemerken, da� somit zwar die Wahl von B als ei-

nigerma�en kanonis
h gelten kann, dasselbe aber ni
ht f

�

ur die zus

�

atzli
h ben

�

otigte

S
hrittzerlegung gilt. Es s
heint aber, da� deren Wahl das Laufverhalten des Algo-

rithmus ni
ht erkennbar beein
u�t.
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2.4 Resultate, Ges
hi
hte und Statistiken

Das re
hneris
he Hauptresultat dieser Arbeit ist die Bere
hnung einer minimalen

Aufl

�

osung der Steenrod-Algebra zur Primzahl 2. Mithilfe der grade ges
hilderten

Theorie ist es m

�

ogli
h geworden, diese Aufl

�

osung im Berei
h t � s � 210 explizit

anzugeben. Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

) ist also jetzt f

�

ur t � s � 210 bekannt (siehe Abbildung

2.10).

Das Problem der Bere
hnung von Ext hat eine lange Ges
hi
hte. Als Adams 1958

seine Spektralreihe de�nierte, war ihm si
herli
h ein Anfangsst

�

u
k s
hon bekannt.

Der Dur
hbru
h kam aber erst mit May's Dissertation von 1965 ([30℄, siehe au
h

[39℄, Ch. 3.2), in der eine Spektralreihe mit explizitem E

2

-Term zur Bere
hnung

von Ext angegeben wurde. Mithilfe dieser Spektralreihe gelang es dann Tangora

([44℄) in 1970, den Ausgangsterm der Adams-Spektralreihe bis zur Dimension 70 zu

bestimmen.

Computerunterst

�

utzte Bere
hnungen sind s
hon sehr fr

�

uh, n

�

amli
h in den 1960er

Jahren, von Liulevi
ius versu
ht worden [25℄. Nennenswerte Ergebnisse lieferten aber

erst die Arbeiten von Bruner seit Mitte der 1980er Jahre. Ihm gelang es in [12℄ mittels

des Standardverfahrens, Ext

s;t

A

bis zu t � 116 zu bere
hnen. Sp

�

ater hat er diese

Re
hnungen bis zu t � 140 fortgesetzt [11℄. Mit einem anderen Ansatz, n

�

amli
h der

�-Algebra von Bous�eld, Curtis, Kan, Quillen, Re
tor und S
hlesinger (siehe [8℄),

hat Tangora in [45℄ die ni
ht-stabile Variante UnExt

s

A

(�

n+t

F

p

;�

n

F

p

) f

�

ur t � 80

untersu
ht.

Unsere Re
hnungen haben wir auf einem 300MHz AMD-K6-2 Re
hner unter

GNU/Linux dur
hgef

�

uhrt. Die n

�

otigen Programme sind in C ges
hrieben worden

und im Prinzip portabel. In den Abbildungen 2.12,. . . ,2.15 sind wi
htige Kenngr

�

o�en

der Re
hnung graphis
h dargestellt. Die bere
hnete Aufl

�

osung belegt 
a. 1.7 Giga-

byte in halb-komprimierter Form. In hohen Dimensionen brau
hte das Programm

mehr als 200MB RAM-Spei
her, was aber gl

�

u
kli
herweise mittlerweile bezahlbar

geworden ist. Die Bere
hnung dauerte insgesamt 108 Tage und errei
hte Dimension

210. Die letzten 10 Dimensionen sind dabei Intel's Einf

�

uhrung der Multimedia In-

struktionen im PC-Berei
h [21℄ gedankt: mithilfe dieser MMX-Instruktionen lassen

si
h Milnors
he Basiselemente { zumindest f

�

ur p = 2 und bis zur Dimension 255 {

sehr eÆzient handhaben. Die Benutzung dieser Instruktionen hat die ben

�

otigte Re-


henzeit ann

�

ahernd halbiert. Die Ergebnisse unserer Re
hnungen kann man zur Zeit

unter [38℄ abrufen. Allerdings wird si
h diese Adresse wohl in absehbarer Zukunft

�

andern.

Wir bemerken no
h, da� man au
h die Kohomologie von Unter-Hopfalgebren

der Steenrod-Algebra mit den Programmen bere
hnen kann. Abbildung 2.11 zeigt

zB. die Kohomologie der Unteralgebra B(3; 2; 1), die au
h unter der Bezei
hnung

A(2) bekannt ist. Ext

�;�

A(2)

(F

2

; F

2

) ist allerdings s
hon seit langem bekannt: es wurde

1967 von Shimada und Iwai in [41℄ vollst

�

andig bere
hnet. In j

�

ungster Zeit ist Ext

A(2)

im Zusammenhang mit der Theorie der topologis
hen Modulformen [20℄ wi
htig

geworden.
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Abbildung 2.12: Dimension von Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

) f

�

ur n = t� s � 210. Insgesamt gibt es

19581 Erzeugende. Der dunklere Berei
h zeigt die Zahl der Erzeugenden im Berei
h

5s � n.

Multimedia-Kni
k

1 Sekunde

1 Minute

1 Stunde

1 Tag

1 Wo
he

50 75 100 125 150 175 200

Abbildung 2.13: Re
henzeit f

�

ur die Bere
hnung der minimalen Aufl

�

osung f

�

ur p = 2.

Die Gesamtzeit betrug 108 Tage und 18 Stunden auf einem 300MHz AMD K6-2.

Die Zeit pro Dimension verdoppelt si
h alle 10 Dimensionen. In Dimension 181 kann

man sehr s
h

�

on den \Multimedia-Kni
k" erkennen: dort wurde die Multiplikations-

routine in Assembler umges
hrieben, unter Benutzung der MMX

(TM)

-Instruktionen;

die Re
henzeit halbierte si
h daraufhin.

58



2.4 Resultate, Ges
hi
hte und Statistiken
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Abbildung 2.14: Wa
hstum der minimalen Aufl

�

osung f

�

ur p = 2. Gezeigt wird

dim

F

2

C

s;s+n

in Abh

�

angigkeit von n � 210. C

1

entspri
ht der etwas dunkleren Li-

nie in der Mitte, die ein no
h moderates Wa
hstum zeigt. Die Dimensionen werden

dann bis 
ir
a C

11

gr

�

o�er, bevor sie f

�

ur s!1 auf die Gr

�

o�e der Steenrod-Algebra

selber zur

�

u
kfallen. C

11;221

hat

�

ubrigens Dimension � 500000.
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Abbildung 2.15: Gr

�

o�e der Bes
hreibung der minimalen Aufl

�

osung f

�

ur p = 2. Gezeigt

wird zu jeder Dimension n � 210 die Gesamtzahl der Milnor-Basiselemente in den

Di�erentialen d(g) f

�

ur die A-Erzeugenden g 2 C

s;s+n

. Setzte man also Abbildung

1.7 in h

�

ohere Dimensionen fort, so w

�

are dies die Anzahl der Summanden, die in der

re
hten Spalte stehen m

�

u�ten. Insgesamt st

�

unden dort 342223927 Summanden.

59



2 Ein Lemma

60



3 Weitere Anwendungen

Die

�

uber 100 Tage Re
henzeit, die in die Bere
hnung der minimalen Aufl

�

osung inves-

tiert worden sind, und die immense Datenmenge, die dabei angefallen ist, ers
heinen

im Verglei
h zur bisherigen Ausbeute no
h unverh

�

altnism

�

a�ig. Wir zeigen aber in

diesem Kapitel, da� man aus diesen Daten mit relativ geringem Aufwand viele wei-

tere interessante Resultate gewinnen kann.

3.1 Ext

A

(M;N ) f

�

ur kleine M und N

Lemma 1.3.2 zufolge kann man Ext

s;t

A

(M;N) f

�

ur beliebige A-Moduln M und N aus

einer Aufl

�

osung des trivialen Moduls k bere
hnen. Mit gewissen Eins
hr

�

ankungen

gilt dies au
h f

�

ur partielle Aufl

�

osungen. F

�

ur einen A-Modul M seien d

M

; D

M

2

Z [f�1g dur
h

d

M

= maxf d jM

t

= 0 f

�

ur t < d g;

D

M

= minfD jM

t

= 0 f

�

ur t > D g

de�niert.

Lemma 3.1.1. Sei M ein A-Modul und C

�

eine partielle Aufl

�

osung von k

�

uber A

bis (S; T ). Dann ist C

�

^M eine partielle Aufl

�

osung von M bis (S; T + d

M

).

Beweis. Wegen Lemma 1.1.5 ist C

�

^ M jedenfalls ein Komplex freier A-Moduln.

Aus der K

�

unneth-Formel

H

s;t

(C

�

^M) =

�

H

s;�

(C

�

) ^M

�

t

=

M

t

0

+t

00

=t

H

s;t

0

(C

�

)
M

t

00

folgt zun

�

a
hst H

0

(C

�

^ M) = H

0

(C

�

) ^M = k ^ M

�

=

M . Da H

s;t

(C

�

) = 0 f

�

ur

0 < s � S und t � T , folgt au�erdem H

s;t

(C

�

^ M) = 0 f

�

ur 0 < s � S und

t � T + d

M

, denn ein ni
httriviales M

t

00

hat immer t

00

� d

M

. Also ist C

�

eine

partielle Aufl

�

osung von M bis (S; T + d

m

).

Korollar 3.1.2. Ist C

�

eine partielle Aufl

�

osung von k

�

uber A bis (S; T ), so ist f

�

ur

s < S

Ext

s;t

A

(M;N) = H

s;t

�

Hom

A

(C

�

^M;N)

�

f

�

ur t � T + d

M

�D

N

,

Tor

A

s;t

(M;N) = H

s;t

�

M 


A

(C

�

^N)

�

f

�

ur t � T + d

M

+ d

N

.

Falls C

�

sogar minimal ist, kann man hier s < S dur
h s � S ersetzen.
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Beweis. Man kann C

�

zu einer vollst

�

andigen Aufl

�

osung

~

C

�

fortsetzen, und zwar so,

da� man eine injektive Verglei
hsabbildung �

�

: C

�

�

~

C

�

hat, die im Berei
h R

S;T

ein Isomorphismus ist. Dann hat man kurze exakte Sequenzen

Hom

A

(
oker�

�

^M;N)� Hom

A

(

~

C

�

^M;N)� Hom

A

(C

�

^M;N);

M 


A

(C

�

^N)�M 


A

(

~

C

�

^N)�M 


A

(
oker�

�

^N):

Da 
oker�

�

auf R

S;T

null ist, vers
hwindet

Hom

s;t

A

(
oker�

�

^M;N) f

�

ur (s; t) 2 R

S;T+d

M

�D

N

,

�

M 


A

(
oker�

�

^N)

�

s;t

f

�

ur (s; t) 2 R

S;T+d

M

+d

N

.

Die Behauptung folgt damit aus den zugeh

�

origen langen exakten Homologiesequen-

zen. Die Vers
h

�

arfung im Fall eines minimalen C

�

�

uberlassen wir dem Leser als

�

Ubungsaufgabe.

Falls M und N endli
he A-Moduln von kleiner Dimension sind, so ist Lemma

3.1.1 au
h ein sehr eÆzientes Verfahren zur Bere
hnung von Ext

s;t

A

(M;N). Dies wol-

len wir im folgenden genauer ausf

�

uhren. Sei G

s

� C

s

f

�

ur jedes s eine A-Basis. In

der Praxis ist C

�

gerade wie in Abbildung 1.7 dur
h eine sol
he Basis G

�

zusammen

mit einer Tabelle der Di�erentiale dg 2 C

s�1

f

�

ur g 2 G

s

gegeben. Seien au�erdem

fm

1

; : : : ; m

p

g � M und fn

1

; : : : ; n

q

g � N Vektorraumbasen. Na
h Lemma 1.1.5

ist C

s

^ M

�

uber A frei mit Basis f g ^ m

i

j g 2 G

s

; 1 � i � p g. De�niert man

�

j

g;i

: C

s

^M ! N als A-lineare Fortsetzung von �

j

g;i

(g

0

^ m

i

0

) = Æ

g;g

0

Æ

i;i

0

n

j

, so ist

also

Hom

A

(C

s

^M;N) = kf�

j

g;i

j g 2 G

s

; 1 � i � q; 1 � j � p g:

Nun mu� man nur no
h das Di�erential (d

s

^id)

�

: Hom

A

(C

s�1

^M;N)! Hom

A

(C

s

^

M;N) in dieser Basis als Matrix darstellen. Es ist also �

j

0

g

0

;i

0

(dg ^ m

i

) f

�

ur diverse

g; g

0

; i; i

0

; j

0

zu bere
hnen. S
hreibt man dg

0

=

P

g

00

a

g

0

;g

00

g

00

mit a

g

0

;g

00

2 A, so mu�

man Ausdr

�

u
ke der Form �

j

0

g

0

;i

0

(ag^m) auswerten. Dazu benutzt man die Beziehung

(ag) ^m =

X

a

0

�

g ^ �(a

00

)m

�

;

die im Beweis von Lemma 1.1.5 angegeben wurde. Diese leitet si
h aus

X

a

0

�

g ^ �(a

00

)m

�

=

X

(a

0

g) ^ a

00

�(a

000

)m

=

X

(a

0

g) ^ "(a

00

)m

=(ag) ^m

her. Man erh

�

alt somit

�

j

g;i

�

(ag) ^m

i

0

�

=

X

�

j

g;i

�

a

0

(g ^ �(a

00

)m

i

)

�

=

X

a

0

�

j

g;i

�

g ^ �(a

00

)m

i

�

;

woraus die Matrixdarstellung abgelesen werden kann.
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3.1 Ext

A

(M;N) f

�

ur kleine M und N

Bemerkung 3.1.3. Ein Vorzug dieser Methode liegt darin, da� die Zuordnung

M 7! C

�

^M ein Funktor ist. Ist � : M ! M

0

eine A-lineare Abbildung, so ist

id^� : C

�

^M ! C

�

^M

0

eine Kettenabbildung, die � hebt. Also kann man bei

gegebenem  : N

0

! N die induzierte Abbildung

 

�

�

�

: Ext

s;t

A

(M

0

; N

0

)! Ext

s;t

A

(M;N)

einfa
h aus

 

�

�

�

: Hom

s;t

A

(C

�

^M

0

; N

0

)! Hom

s;t

A

(C

�

^M;N)

bere
hnen.

Bemerkung 3.1.4. Hat M eine zus

�

atzli
he Struktur, zB. eine Filtrierung, so wird

diese auf C

�

^M vererbt. Beispielsweise hat jeder A-Modul die Skelett�ltrierung

� � � �M

�k�1

�M

�k

�M

�k+1

� � � �

mit

M

�k

= fm 2M : jmj � k g:

Die sukzessiven QuotientenM

�k

=M

�k+1

�

=

M

k

haben die triviale A-Modulstruktur,

soda� sie zu einer direkten Summe von trivialen Moduln �

k

k isomorph sind. Man

erh

�

alt somit eine Spektralreihe vom Atiyah-Hirzebru
h-Typ

E

s;t

1

=

M

t

0

+t

00

=t

Tor

A

s;t

0

(k; k)
M

t

00

) Tor

A

s;t

(M; k);

die in der Literatur h

�

au�g zur Bere
hnung eingesetzt wird. Die grade ges
hilder-

te Methode ist mit dieser eng verwandt. Da G

s

mit einer k-Basis von Tor

A

s;�

(k; k)

identi�ziert werden kann, ist ja

Hom

A

(C

s

^M; k)

�

=

Hom

k

�

Tor

A

s;�

(k; k)
M; k

�

:

Also beginnen beide Verfahren mit derselben oberen S
hranke.

3.1.1 Beispiele

Zur Illustration der EÆzienz dieses Verfahrens geben wir in den Abbildungen 3.1,. . . ,

3.6 f

�

ur p = 2 ein paar Beispiele an. Jede dieser Kohomologie-Karten konnte inner-

halb weniger Stunden erstellt werden. W

�

urde man dagegen zur Bere
hnung von

Ext

s;t

A

(M; k) erst eine jeweils neue Aufl

�

osung von M bere
hnen, so m

�

u�te man f

�

ur

jedes Bild wiederum 
a. 100 Tage verans
hlagen. Die Moduln, deren Kohomologie

in den Abbildungen gezeigt wird, sind folgende:

Der Fragezei
henkomplex F (englis
h: questionmark-
omplex, Abbildung 3.2 auf

Seite 67): Als Vektorraum ist

F

t

=

(

F

2

t = 0; 1; 3;

0 sonst,
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3 Weitere Anwendungen

Seien b 2 F

0

, m 2 F

1

und t 2 F

3

die von Null vers
hiedenen Elemente. Damit sei

Sq

1

b = m, Sq

2

m = t. F spielt in der K-lokalen Homotopietheorie eine besonde-

re Rolle, siehe [7℄, 10.7. Der Name erkl

�

art si
h aus der gebr

�

au
hli
hen bildli
hen

Darstellung

b

m

t

Mit
hells A(n)-freie A-Moduln f

�

ur n = 0; 1; 2. Dazu sei A(n) � A die Hopf-Un-

teralgebra B(n+1; n; : : : ; 2; 1). Mit
hell hat in [36℄ gezeigt, da� man f

�

ur jedes n die

A(n)-Operation auf A(n) zu einer A-Operation fortsetzen kann. Mit anderen Worten

�ndet man A-Moduln A

n

, soda� A

n

�

uber A(n) zu A(n) isomorph ist. Es gibt genau

eine Wahl f

�

ur A

�1

und A

0

, 4 Wahlen f

�

ur A

1

und 1600 f

�

ur A

2

. F

�

ur jeweils einen

sol
hen Modul wird in den Abbildungen 3.1, 3.3 und 3.4 die Kohomologie gezeigt.

Die A

n

sind f

�

ur n � 2 als Kohomologie von Spektren realisierbar: man hat

H

�

(S

0

) = A

�1

, H

�

(�

�1

R P

2

) = A

0

. F

�

ur die Realisierbarkeit von A

1

und A

2

kann

man den folgenden Satz benutzen:

Satz 3.1.5. SeiM ein endli
her A-Modul, der

�

uber A(0) frei ist. Falls Ext

3;t

A

(M; F

p

)

f

�

ur t � D

M

+ 1 vers
hwindet, so gibt es ein Spektrum X mit H

�

(X) =M .

Beweis. Siehe [29℄, Korollar 23 b), Ch. 16, Seite 271.

F

�

ur die von uns betra
hteten Versionen von A

1

und A

2

kann man also folgender-

ma�en s
hlie�en: Aus Abbildung 3.3 sieht man, da� Ext

3;t

A

(A

1

; F

2

) f

�

ur t � 14 Null

ist. Da D

A

1

= 6, ist A

1

also realisierbar (siehe au
h [29℄, Ch 16., oder [16℄.) Genauso

sieht man aus Abbildung 3.4, da� Ext

3;t

A

(A

2

; F

2

) = 0 f

�

ur t � 30. Wegen D

A

2

= 23,

ist also au
h unser A

2

realisierbar. Wir vermuten, da� si
h jedes A

2

auf diese Weise

realisieren l

�

a�t, haben dies aber no
h ni
ht na
hgere
hnet.

�

Uber die Realisierbarkeit

der A

n

f

�

ur n � 3 ist ni
hts bekannt.

Wie Mit
hell in [36℄ (Bemerkung auf Seite 238-239) festgestellt hat, kann man ei-

ne Version von A

1

aus der kompakten Lie-GruppeG

2

konstruieren. Dazu sei C

3

2

� G

2

ein maximaler 2-Torus mit Weyl-Gruppe G := GL

3

(F

2

); dieser l

�

a�t si
h so w

�

ahlen,

da� H

�

(BG

2

)! H

�

(BC

3

2

) mit der Inklusion der G-Invarianten

F

2

[x

1

; x

2

; x

3

℄

G

� F

2

[x

1

; x

2

; x

3

℄

�

=

H

�

(R P

1

� R P

1

� R P

1

) = H

�

(BC

3

2

)

identi�ziert werden kann (siehe [4℄, Seite 114). Da G auf G

2

=C

3

2

operiert, kann man

aus dem Steinberg-Idempotent e

St

2 Z

(2)

G eine Abbildung �

1

G

2

=C

3

2

! �

1

G

2

=C

3

2

konstruieren. Deren Bild { worunter man das Teleskop

e

St

�

1

G

2

=C

3

2

:= ho
olim

�

�

1

G

2

=C

3

2

e

St //
�

1

G

2

=C

3

2

e

St //
�

1

G

2

=C

3

2

e

St //
� � �

�

versteht { realisiert dann eine Version von A

1

.

Dwyer und Wilkerson haben in [17℄ eine sogenannte 2-kompakte Gruppe DI(4)

konstruiert. Diese hat einen 2-Torus C

4

2

� DI(4) mit Weyl-Gruppe GL

4

(F

2

). Die-

selbe Argumentation wie oben sollte dann zeigen, da� e

St

�

1

DI(4)=C

4

2

eine Version
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3.1 Ext

A

(M;N) f

�

ur kleine M und N

von A

2

realisiert. Der Autor wei� aber zuwenig

�

uber p-kompakte Gruppen, als da�

er si
h hierf

�

ur verb

�

urgen k

�

onnte.

Wir bemerken no
h, da� die A

n

f

�

ur den 
hromatis
hen Zugang zur Homotopie-

theorie von Bedeutung sind (siehe [40℄).

B

n

=

1

2

A

n

f

�

ur n = 1; 2. [36℄ zufolge, ist B

n

:= A

n

=Q

n

A

n

f

�

ur geeignete A

n

ein

A-Modul. Aufgrund der kurzen exakten Sequenzen �

jQ

n

j

B

n

� A

n

� B

n

bezei
hnet

man B

n

man
hmal als

1

2

A

n

. Die Abbildungen 3.5 und 3.6 zeigen die Kohomologie

der �

jQ

1

j

B

1

und �

jQ

2

j

B

2

, die zu den oben betra
hteten A

1

und A

2

geh

�

oren. Man

sieht, da� Ext

3;t

A

(B

1

; F

2

) = 0 f

�

ur t � 9 und Ext

3;t

A

(B

2

; F

2

) = 0 f

�

ur t � 20. Wegen

D

B

1

= 3 und D

B

2

= 16, sind also au
h B

1

und B

2

realisierbar.

65



3 Weitere Anwendungen

0

2

5

5

0

7

5

1

0

0

1

2

5

1

5

0

1

7

5

2

0

0

0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.1: Ext

�;�

A

(A

0

; F

2

)

66



3.1 Ext

A

(M;N) f

�

ur kleine M und N

0

2

5

5

0

7

5

1

0

0

1

2

5

1

5

0

1

7

5

2

0

0

0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.2: Ext

�;�

A

(F; F

2

)

67



3 Weitere Anwendungen

0

2

5

5

0

7

5

1

0

0

1

2

5

1

5

0

1

7

5

2

0

0

0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.3: Ext

�;�

A

(A

1

; F

2

)

68



3.1 Ext

A

(M;N) f

�

ur kleine M und N
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A

(M;N) f

�

ur kleine M und N
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3 Weitere Anwendungen

3.2 Wurzelinvarianten

Bei der im Titel erw

�

ahnten Invarianten handelt es si
h um eine Konstruktion, die

zuerst von Mahowald in [27℄ betra
htet worden ist und deshalb au
h Mahowald-

Invariante genannt wird.Wir m

�

o
hten hier die topologis
he Herkunft und Signi�kanz

ni
ht diskutieren; der Leser kann si
h dar

�

uber zB. aus [13℄, [10℄ oder [28℄ informieren.

Stattdessen m

�

o
hten wir zeigen, wie man mit der Methode des vorigen Abs
hnitts

Wurzeln e�ektiv bere
hnen kann.

Sei dazu P = H

�

(R P

1

; F

2

). Bekanntli
h ist P = F

2

[x℄ mit jxj = 1 und Sq

k

x

n

=

�

n

k

�

x

n+k

. Diese Formel ma
ht au
h f

�

ur negatives n Sinn und de�niert eine A-Modul-

struktur auf dem Lin-Modul L = F

2

[x; x

�1

℄. Wie man si
h lei
ht

�

uberlegt, ist die

Abbildung � : L! �

�1

F

2

mit x

�1

7! 1 A-linear. Erstaunli
herweise induziert diese

einen Isomorphismus in Ext

A

(�; F

2

):

Satz 3.2.1 ([24℄). �

�

: Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)! Ext

s;t+1

A

(L; F

2

) ist ein Isomorphismus.

Man betra
htet nun die Filtrierung von L dur
h die Untermoduln L

k

� L mit

L

k

= F

2

f x

n

: n � k g. Sinnvollerweise setzt man L

�1

= L. O�enbar ist L

k+1

� L

k

und L

k

=L

k+1

= F

2

f x

k

g

�

=

�

k

F

2

. Setze �

k

= �j

L

k

: L

k

! �

�1

F

2

. Sei 0 6= x 2

Ext

s;t

A

(�

�1

F

2

; F

2

) gegeben. Da � = �

�1

in Ext ein Isomorphismus ist, ist �

�

k

(x) 6= 0

f

�

ur hinrei
hend kleine k. Andererseits ist o�enbar �

k

= 0 f

�

ur k � 0, soda� es ein

maximales k < 0 mit �

�

k

(x) 6= 0 gibt. Man betra
hte zu diesem k das folgende

Diagramm, in dem die obere Zeile eine kurze exakte Sequenz ist:

L

k+1

// //

�

k+1

$$H
HH

HH
HH

HH
L

k

// //

�

k

��

�

k

F

2

�

�1

F

2

(3.1)

Dieses induziert

� � �

Ext

s;t

A

(L

k+1

; F

2

)

oo
Ext

s;t

A

(L

k

; F

2

)

i

�

oo
Ext

s;t

A

(�

k

F

2

; F

2

)

p

�

oo
� � �

oo

Ext

s;t

A

(�

�1

F

2

; F

2

)

�

�

k

OO

�

�

k+1

iiSSSSSSSSSSSSSS

(3.2)

Da nun i

�

(�

�

k

(x)) = �

�

k+1

(x) = 0, ist p

�

�1

�

�

�

k

(x)

�

ni
ht leer.

De�nition 3.2.2. R(x) := p

�

�1

�

�

�

k

(x)

�

� Ext

s;t+k

A

(F

2

; F

2

) hei�t Wurzel von x.

Man bea
hte, da� R(x) kein einzelnes Element, sondern eine ganze Nebenklasse

des Bildes von Ext

s�1;t

A

(L

k+1

; F

2

)! Ext

s;t

A

(�

k

F

2

; F

2

) bezei
hnet.

Zur Bere
hnung der Wurzeln aus einer minimalen Aufl

�

osung C

�

kann man die

De�nition ganz direkt umsetzen. Man bildet zun

�

a
hst das Diagramm

L

k+1

^ C

�

// //

�

k+1

^id

&&MMMMMMMMMMM
L

k

^ C

�

// //

�

k

^id

��

�

k

C

�

�

�1

C

�

;

(3.3)
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3.2 Wurzelinvarianten

0 20 40 60 80 100
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Abbildung 3.7: Bild zur Bredon-L

�

o�er-Vermutung. F

�

ur alle x 2 Ext

s;n+s

(F

2

; F

2

),

f

�

ur die von uns die Wurzel R(x) � Ext

s;n+s+k(x)

(F

2

; F

2

) bere
hnet werden konnte,

ist ein s
hwarzes K

�

ast
hen mit Koordinaten (n; k(x)� n) eingezei
hnet. Man sieht,

da� in allen positiven Dimensionen n > 0 jeweils k � 2n gilt, wie es die algebrais
he

Bredon-L

�

o�er-Vermutung vorhersagt.

0 20 40 60 80 100

0

20

40

Abbildung 3.8: Bild zur starken Bredon-L

�

o�er-Vermutung. Hier wurde f

�

ur jedes

R(x) � Ext

s;n+s+k(x)

(F

2

; F

2

) ein K

�

ast
hen im Feld (k(x)�n; s) ges
hw

�

arzt. Die star-

ke Bredon-L

�

o�er-Vermutung sagt voraus, da� alle sol
he K

�

ast
hen oberhalb einer

Graden mit Steigung 1=2 liegen. Unsere Resultate s
heinen dies ni
ht zu best

�

atigen.
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3 Weitere Anwendungen

bei dem wir stills
hweigend �

j

F

2

^C

�

mit �

j

C

�

identi�ziert haben. Dieses Diagramm

ist eine Realisierung von 3.1, in der die E
ken dur
h partielle Aufl

�

osungen und

die Pfeile dur
h zugeh

�

orige Kettenabbildungen ersetzt wurden. Das zu 3.1 geh

�

ori-

ge Diagramm der Kohomologiegruppen 3.2 kann man also bere
hnen, indem man

Hom

A

(�; F

2

) auf 3.3 anwendet.

Um Verwe
hslungen mit dem Graduierungsstern zu vermeiden, bezei
hnen wir

im folgenden das Vektorraumdual von M mitM

y

. Wir benutzen den Isomorphismus

Hom

A

(M ^ C

s

; F

2

) = M

y




F

2

Ext

s

A

(F

2

; F

2

) aus Bemerkung 3.1.4, und k

�

onnen das

aus 3.3 entstehende Diagramm von Kettenkomplexen mit

L

y

k+1




F

2

Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)

L

y

k




F

2

Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)

ooi

�

oo
Ext

s;t+k

A

(F

2

; F

2

)

p

�

oooo

Ext

s;t�1

A

(F

2

; F

2

)

�

�

k

OO

�

�

k+1

jjUUUUUUUUUUUUUUUU
(3.4)

identi�zieren. Die auftretenden L

y

k




F

2

Ext

s;�

A

(F

2

; F

2

) sind dabei allesamt Quotien-

tenkomplexe von L

y




F

2

Ext

s;�

A

(F

2

; F

2

), soda� man im Grunde nur diesen auf dem

Re
hner realisieren mu�, und dies geht genau wie in Abs
hnitt 3.1 bes
hrieben. Un-

sere Implementierung war in der Lage, innerhalb eines Tages alle Wurzeln, die im

Berei
h Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

) mit t � s � 210 liegen, zu bere
hnen. Die Ergebnisse �ndet

man unter [38℄.

Es ist bekannt, da� die Wurzel eines x 2 Ext

s;n+s

A

(F

2

; F

2

) immer mindestens den

doppelten internen Grad 2n+ 2s hat. Damit ist insbesondere au
h die topologis
he

Dimension der Wurzel mindestens 2n + 2s � s, also � 2n. Es wird vermutet, da�

diese aber nie gr

�

o�er als 3n sein kann:

Vermutung 3.2.3 (algebrais
he Bredon-L

�

o�er-Vermutung, [10℄, [13℄). Sei

n > 0 und 0 6= x 2 Ext

s;n+s

A

(F

2

; F

2

) mit R(x) � Ext

s;n+s+k

A

(F

2

; F

2

). Dann ist k � 2n.

Die Abbildung 3.7 zeigt, da� die von uns bere
hneten Wurzeln si
h an diese Regel

halten. Dagegen s
heint uns die folgende, von Bruner in [13℄ und [14℄ betra
htete

Vers
h

�

arfung im Li
hte von Abbildung 3.8 etwas fragw

�

urdig:

Vermutung 3.2.4 (starke algebrais
he Bredon-L

�

o�er-Vermutung, [13℄).

Es gibt eine Konstante C, soda� f

�

ur n > 0 und 0 6= x 2 Ext

s;n+s

A

(F

2

; F

2

) mit

R(x) � Ext

s;n+s+k

A

(F

2

; F

2

) jeweils s < (k � n� C)=2 gilt.

Urspr

�

ungli
h wurde dies in [13℄ f

�

ur C = 0 vermutet, bevor der Ausrei�er r

1

2

R(h

2

2

g) mit Koordinaten (s; k) = (6; 14) bekannt war (siehe [14℄). Uns s
heint, da�

die H

�

aufung sol
her Ausrei�er f

�

ur s � 20 zu einer skeptis
heren Betra
htung einl

�

adt.

3.3 Die Frobeniusoperation

Da die duale Steenrod-Algebra A

�

eine (graduiert-) kommutative Hopf-Algebra

�

uber

dem Primk

�

orper F

p

ist, kann man die Frobeniusabbildung F : A

t

! A

pt

, z 7! z

p

,

betra
hten.
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3.3 Die Frobeniusoperation

Lemma 3.3.1. F : A

�

! A

p�

ist ein Homomorphismus von Hopf-Algebren.

Der duale Homomorphismus F

y

: A! A ist auf Milnors
hen Basiselementen wie

folgt gegeben:

F

y

�

Q(")

�

=

(

1 falls Q(") = 1,

0 sonst,

F

y

�

P (r

1

; : : : ; r

n

)

�

=

(

P

�

r

1

p

; : : : ;

r

n

p

�

falls alle r

i

� 0 mod p,

0 sonst.

Man de�niert einen Funktor F

y

: A -Mod! A -Mod dur
h

(F

y

M)

t

:=

(

M

t=p

falls t � 0 mod p,

0 sonst,

wobei die A-Operation A

t


 F

y

k

! F

y

t+k

nur f

�

ur t � 0 mod p und k � 0 mod p ni
ht

null sei. In diesem Fall sei sie dur
h

A

pt


 F

y

M

pk

F

y


id

//
A

t


M

k

�

M //
M

t+k

�

=

F

y

pt+pk

gegeben. Man verglei
he [29℄, Ch. 15.3.

F

y

ist o�enbar ein exakter Funktor. Er induziert damit eine nat

�

urli
he Transfor-

mation

F

y

: Ext

s;t

A

(M;N)! Ext

s;t

A

(F

y

M;F

y

N);

die man folgenderma�en bere
hnet: sei dazu C

�

eine A-freie Aufl

�

osung von M und

~

C

�

eine A-freie Aufl

�

osung von F

y

M . Da F

y

exakt ist, kann man die Homologie

H

s

(F

y

C

�

) mit F

y

H

s

(C

�

) identi�zieren. Es ist also

H

s

(F

y

C

�

) =

(

F

y

M s = 0;

0 s 6= 0;

soda� F

y

C

�

eine (ni
ht-freie) Aufl

�

osung von F

y

M ist. Es gibt mithin eine bis auf

Homotopie eindeutig bestimmte Verglei
hsabbildung �

�

:

~

C

�

! F

y

C

�

: Ist nun � :

C

s

! N ein Kozykel, der eine Klasse [�℄ 2 Ext

s;t

A

(M;N) repr

�

asentiert, so setzt man

F

y

�

[�℄

�

= [F

y

� Æ �

s

℄ 2 Ext

s;t

A

(F

y

M;F

y

N).

Da F

y

�

k

F

p

= �

pk

F

p

ist, erh

�

alt man als Spezialfall eine Transformation

Ext

s;t

A

(F

p

; F

p

)! Ext

s;pt

A

(F

p

; F

p

):

Hier kann man oben

~

C

�

= C

�

setzen, soda� nur eine Verglei
hsabbildung �

�

: C

�

!

F

y

C

�

bere
hnet werden mu�. Auf dem Computer ist dies

�

uberras
hend einfa
h: einer-

seits ist n

�

amli
h die re
hte Seite deutli
h kleiner als C

�

selbst, und andererseits kann

man die Theorie aus Kapitel 2 au
h f

�

ur F

y

C

�

benutzen. S
hlie�li
h wurde dort nur die

Exaktheit gewisser Sequenzen benutzt und diese bleibt bei Anwendung von F

y

erhal-

ten. F

�

ur p = 2 dauerte die Bere
hnung im ganzen verf

�

ugbaren Berei
h 2t� s � 210
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3.3 Die Frobeniusoperation

nur wenige Stunden. Detaillierte Resultate �ndet man wiederum in [38℄. Wir geben

hier nur in Abbildung 3.9 das Bild von F

y

: Ext

�;�

A

(F

2

; F

2

)! Ext

�;2�

A

(F

2

; F

2

) an.

Tats

�

a
hli
h ist F

y

nur die nullte einer ganzen Familie interessanter Operationen:

so wie die Steenrod-Algebra auf der Kohomologie topologis
her R

�

aume operiert,

operiert au
h eine Variante auf der Kohomologie kokommutativer Hopf-Algebren

�

uber F

p

. F

�

ur p = 2 und i 2 N

0

zB. erh

�

alt man Abbildungen

Sq

i

: Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)! Ext

s+i;2t

A

(F

2

; F

2

)

und f

�

ur p > 2

P

i

: Ext

s;t

A

(F

p

; F

p

)! Ext

s+i;pt

A

(F

p

; F

p

);

�P

i

: Ext

s;t

A

(F

p

; F

p

)! Ext

s+i+1;pt

A

(F

p

; F

p

):

Diese Abbildungen sind

� rein algebrais
h de�niert (siehe zB. [31℄ oder [32℄ Th. 9.10),

� f

�

ur die Bere
hnung der Di�erentiale in der Adams-Spektralreihe von Bedeu-

tung (siehe Bruners Beitr

�

age in [9℄),

� und sie verhalten si
h

�

ahnli
h wie die Operation der Sq

i

2 A (bzw. P

i

; Q

0

P

i

2

A falls p > 2) auf der Kohomologie von R

�

aumen.

Leider sind die P

i

und Sq

i

f

�

ur i > 0 praktis
h unbere
henbar: au�er in zwei Grenz-

f

�

allen ist kein Verfahren bekannt, das diese Operationen mit vertretbarem Aufwand

aus einer Aufl

�

osung bere
hnen k

�

onnte (siehe Bruners Diskussion in [15℄).

Die zwei genannten Ausnahmen sind folgende: zum einen ist (f

�

ur p = 2) Sq

s

x =

x

2

falls x den homologis
hen Grad s hat, und eine entspre
hende Formel gilt au
h

f

�

ur p > 2; zum anderen hat man

Satz 3.3.2. Es ist F

y

= P

0

: Ext

s;t

A

(F

p

; F

p

) ! Ext

s;pt

A

(F

p

; F

p

). F

�

ur p = 2 lese man

P

0

als Sq

0

.

Beweis. Dies ist Prop. 11.10 aus [31℄. Dort wird gezeigt, da� man P

0

auf Repr

�

asen-

tanten in der Kobar-Aufl

�

osung der dualen Steenrod-Algebra dur
h P

0

�

[�

1

j � � � j�

s

℄

�

= [�

p

1

j � � � j�

p

s

℄ f

�

ur �

i

2 A

�

bere
hnen kann. O�enbar ist dies gerade die vom Frobenius

F induzierte Abbildung auf der Kohomologie.

Die Kenntnis von Sq

0

kann f

�

ur die Bere
hnung der h

�

oheren Sq

i

man
hmal hilf-

rei
h sein. F

�

ur die Sq

i

gilt n

�

amli
h die Re
henregel Sq

i

Sq

0

= Sq

0

Sq

i

, soda� imSq

0

unter den Sq

i

abges
hlossen ist. Da imSq

0

na
h Abbildung 3.9 sehr klein ist, kommen

f

�

ur die Sq

i

Sq

0

(x) also immer nur wenige Elemente in Frage.

Wir erw

�

ahnen no
h, da� Sq

0

und die Wurzelinvariante eng miteinander verbun-

den sind: falls n

�

amli
h Sq

0

(x) und R(x) dieselbe Dimension haben, so ist Sq

0

(x) 2

R(x) [28, 2.9℄.
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3 Weitere Anwendungen

3.4 Hurewi
z-Abbildung f

�

ur tmf

Die im Titel gemeinte Abbildung ist s
hli
ht die nat

�

urli
he Transformation

H

2

: Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)! Ext

s;t

A(2)

(F

2

; F

2

):

A(2) sei dabei die Hopf-Unteralgebra B(3; 2; 1) � A. Die beiden auftretenden Ext-

Gruppen sind bereits in den Abbildungen 2.10 und 2.11 gezeigt worden. Wir stellen

hier H

2

in Abbildung 3.11 dur
h sein Bild dar; detailliertere Informationen �ndet

man unter [38℄. Wir m

�

ussen also nur no
h zwei Sa
hen erkl

�

aren:

� Wie die Transformation H

2

zustande kommt und wie man sie bere
hnet.

� Wel
he topologis
he Bedeutung mit H

2

verbunden ist.

Algebrais
h betra
htet geht es hier um folgende Konstruktion: uns stehen bereits

zwei Aufl

�

osungen zur Verf

�

ugung, n

�

amli
h

� eine minimale A-freie Aufl

�

osung C

�

von F

2

und

� eine minimale A(2)-freie Aufl

�

osung D

�

von F

2

.

Wir bere
hnen nun eine A(2)-lineare Verglei
hsabbildung �

�

: D

�

! C

�

, die die

Identit

�

at auf F

2

liftet. Ein sol
hes �

�

ist bis auf Homotopie eindeutig bestimmt.

Bei der Bere
hnung kann man nat

�

urli
h wiederum die Theorie aus Kapitel 2 zur

Vereinfa
hung der auftretenden Hebungsprobleme in C

�

benutzen. Hat man �

�

und

ist ein [�℄ 2 Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

) dur
h einen Kozykel � : C

s

! �

t

F

2

gegeben, so wird

H

2

�

[�℄

�

2 Ext

s;t

A(2)

(F

2

; F

2

) dur
h �Æ�

s

: D

s

! �

t

F

2

repr

�

asentiert. H

2

kann man also

aus �

�

einfa
h ablesen. Die Bere
hnung von �

�

im gesamten Berei
h t � s � 210

dauerte etwas weniger als zwei Tage.

Topologis
h w

�

urde man das H

2

wie folgt interpretieren: man betra
hte allge-

meiner

H

n

: Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)! Ext

s;t

A(n)

(F

2

; F

2

):

Es gibt einen Isomorphismus (siehe zB. [32, Seite 438℄) Ext

s;t

A(n)

(F

2

; F

2

)

�

=

Ext

s;t

A

(A==A(n);

F

2

), bei dem H

n

mit der von A==A(n)� F

2

induzierten Abbildung identi�ziert wer-

den kann. F

�

ur n � 2 kann man au�erdem A==A(n) als Kohomologie eines Spektrums

s
hreiben:

H

�

(H F

2

; F

2

) = A==A(�1) ( = A weil A(�1) = F

2

)

H

�

(H Z; F

2

) = A==A(0) ( = A=AQ

0

, siehe Abs
hnitt 1.2.5)

H

�

(ko; F

2

) = A==A(1) ko = zusammenh

�

angende reelle K-Theorie

H

�

(tmf; F

2

) = A==A(2) tmf = Theorie der topologis
hen Modulformen.

Ist H

�

(X

n

; F

2

) = A==A(n), so wird zudem A==A(n) � F

2

von einer Abbildung

�

n

: S ! X

n

induziert. Betra
htet man die Adams-Spektralreihen f

�

ur die Homoto-

piegruppen von X

n

bzw. der Sph

�

are S, so erh

�

alt man das Diagramm

Ext

s;t

A(n)

(F

2

; F

2

)

+3
�

t�s

X

n

(2)

Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)

H

n

OO

+3
�

t�s

S

(2)

�

�

�

n

OO

78



3.4 Hurewi
z-Abbildung f

�

ur tmf

.

.

.

.

.

.

Z Z

2

Z

2

0

Z

0 0 0

.

.

.

.

.

.

Z Z

2

Z

2

0

Z

0 0 0

.

.

.

.

.

.

Z Z

2

Z

2

0

Z

0 0 0

Abbildung 3.10: Ausgangsterm E

s;t

2

= Ext

s;t

A

(A==A(1); F

2

) der Adams-Spektralreihe

f

�

ur �

�

ko

(2)

, wel
he kollabiert. In s
hwarz werden die Klassen hervorgehoben, die dem

Bild von �

�

S ! �

�

ko entspre
hen.

in dem H

n

o�enbar zu �

�

�

n

: �

�

S ! �

�

X

n

assoziiert ist. Diese nennt man oft au
h

die X

n

-Hurewi
z-Abbildung . F

�

ur n < 2 ist diese bereits v

�

ollig verstanden:

n = �1. Hier ist X

�1

= H F

2

. Die Abbildung �

�

S ! �

�

H F

2

ordnet einem f 2 �

0

S

den Abbildungsgrad deg f mod 2 zu.

n = 0. Hier ist X

0

= H Z. Dies ist der klassis
he Fall, dem die Bezei
hnung

Hurewi
z-Abbildung ges
huldet ist: die Abbildung �

0

: S ! H Z induziert gera-

de die Transformation �

n

(X) ! H

n

(X ;Z), bei der einem f : S

n

! X das Bild

f

�

�

[S

n

℄

�

2 H

n

(X ;Z) der Fundamentalklasse [S

n

℄ 2 H

n

(S

n

) zugeordnet wird. Setzt

man hier X = S

0

, so erh

�

alt man eine Invariante f

�

ur Abbildungen zwis
hen Sph

�

aren:

eine Klasse f 2 �

0

(S) der Dimension Null wird auf ihren Abbildungsgrad deg f 2

Z

�

=

H

0

(S

0

;Z) abgebildet, Klassen anderer Dimension auf Null.

In Ext ergibt si
h dasselbe Bild: Ext

s;t

A

(A==A(0); F

2

) wurde in Abbildung 1.3

gezeigt. Die Hurewi
z-Abbildung Ext

s;t

A

(F

2

; F

2

)! Ext

s;t

A

(A==A(0); F

2

) ist f

�

ur 0 = t�s

ein Isomorphismus und entspri
ht dort dem Abbildungsgrad Z

�

=

�

0

(S)! �

0

H Z=

Z. F

�

ur t� s 6= 0 ist sie Null.

n = 1. Hier istX

1

= ko das Spektrum der zusammenh

�

angenden reellenK-Theorie.

Diese unters
heidet si
h von der gew

�

ohnli
hen reellen K-Theorie KO nur dadur
h,

da� die Homotopiegruppen in negativen Dimensionen get

�

otet wurden: f

�

ur KO hat

man die bekannten Bott-periodis
hen Gruppen

k mod 8 0 1 2 3 4 5 6 7

�

k

(KO) Z Z

2

Z

2

0 Z 0 0 0
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und f

�

ur ko gilt (na
h Konstruktion)

�

k

(ko) =

(

�

k

(KO) k � 0;

0 k < 0:

Au�erdem hat man eine Transformation ko ! KO, die f

�

ur ni
htnegatives k den

Isomorphismus �

k

(ko)! �

k

(KO) induziert.

Da� H

�

(ko; F

2

) = A==A(1) ist �ndet man zB. in [26℄. In Abbildung 3.10 sieht

man zun

�

a
hst Ext

�;�

A

(H

�

(ko); F

2

), worin diejenigen Klassen in S
hwarz hervorgeho-

ben sind, die von Ext

�;�

A

(F

2

; F

2

) herkommen. Neben den Klassen mit Dimension

t� s = 0, die dur
h den Abbildungsgrad bes
hrieben werden k

�

onnen, erkennt man

die sogenannte �-Familie von Adams [1℄ in den Dimensionen � 1; 2 mod 8.

n = 2. Hier ist X

2

= tmf das no
h ziemli
h mysteri

�

ose Spektrum der topologis
hen

Modulformen. Da� H

�

(tmf; F

2

) = A==A(2) gilt, ist Theorem 9.2 aus [20℄. Dort sind

au
h die Di�erentiale der Adams-Spektralreihe

Ext

s;t

A(2)

(F

2

; F

2

)) �

�

tmf

(2)

vollst

�

andig bere
hnet worden.

Was topologis
he Modulformen sind (oder sein sollen), k

�

onnen wir hier ni
ht

erkl

�

aren, weil dies den Wissensstand zumindest dieses Autors

�

ubersteigt. Unter an-

derem geht es darum, Witten's Beoba
htung aus [47℄, da� n

�

amli
h die S

1

-

�

aquivari-

anten Indi
es gewisser hypothetis
her Dira
-Operatoren auf freien S
hleifenr

�

aumen

die Fourierdarstellungen von Modulformen sind, in ri
htiger Allgemeinheit neu zu

verstehen (siehe [19℄). Wir verweisen den Leser dazu auf [20℄, [6℄.
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