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1 LineareDifferentialgleichungen

erster Ordnung

Generalvoraussetzung: Im Folgenden bezeichnet I ⊆ R ein beliebiges Inter-

vall, d.h., I ist eine nichtleere zusammenhängende Teilmenge von R, die

ein nichtleeres Inneres hat. Gehört ein Randpunkt zum Intervall, so be-

trachten wir für die Differenzierbarkeit in diesem Randpunkt einen ein-

seitigen Grenzwert.

1.1 Anfangswertproblem für lineare Differenti-

algleichungen erster Ordnung

Definition 1.1.1

Gegeben seien die Funktionen p, f : I → R, die auf einem Intervall I ⊆ R definiert

und stetig sind. Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : I → R, so dass für

alle x ∈ I gilt:

y′(x) + p(x) · y(x) = f(x). (1.1.1)

Gleichung (1.1.1) heißt lineare (gewöhnliche)Differentialgleichung erster Ordnung.

Die Funktion y : I → R heißt Lösung der Gleichung (1.1.1) auf dem Intervall I .

Satz und Definition 1.1.2

Seien die Funktionen p, f : I → R auf einem Intervall I ⊆ R definiert und stetig,

sowie x0 ∈ I . Dann existiert für beliebiges y0 ∈ R auf I genau eine Lösung des

Anfangswertproblems
{
y′(x) + p(x) · y(x)= f(x), x ∈ I ,

y(x0)= y0 .
(1.1.2)
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Für einen Beweis verweisen wir auf die spätere Bemerkung 1.3.6.

Bemerkung und Definition 1.1.3

Ist f(x) = 0 für alle x ∈ I , so heißt Gleichung (1.1.1) lineare homogene Differen-

tialgleichung erster Ordnung, andernfalls heißt diese lineare inhomogene Differen-

tialgleichung erster Ordnung.

1.2 Lineare homogeneDifferentialgleichung ers-

ter Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung

y′(x) + p(x) · y(x) = 0 (1.1.1h)

(dabei ist die Funktion p : I → R auf I definiert und stetig).

Satz 1.2.1

Sei y1 : I → R eine Lösung von (1.1.1h), dann ist y(x) := c · y1(x) ebenfalls eine
Lösung von (1.1.1h), wobei c ∈ R eine beliebige Konstante ist.

Beweis:

Da y1 eine Lösung von (1.1.1h) ist, gilt für alle x ∈ I :

y′1(x) + p(x) · y1(x) = 0. (1.2.1)

Dann folgt für y(x) := c · y1(x), wobei c ∈ R eine beliebige Konstante ist:

y′(x) + p(x) · y(x) = {c · y1(x)}′ + p(x) · {c · y1(x)}
= c · y′1(x) + p(x) · c · y1(x)
= c · (y′1(x) + p(x) · y1(x))

(1.2.1)
= 0 für alle x ∈ I .

Nach Definition 1.1.1 ist also y(x) := c · y1(x) eine Lösung von (1.1.1h) auf I ,

wobei c ∈ R eine beliebige Konstante ist.
�
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Bemerkung 1.2.2

Da die Funktion p auf I stetig ist, besitzt sie auf I eine Stammfunktion. Sei P :

I → R eine Stammfunktion von p auf I . Dann ist y1 : I → R mit

y1(x) := e−P (x)

eine Lösung von (1.1.1h) auf I . In der Tat:

y′1(x) = (−P (x))′ · e−P (x) = −p(x) · e−P (x) und

y′1(x) + p(x) · y1(x) = −p(x) · e−P (x) + p(x) · e−P (x) = 0 auf I.

Satz und Definition 1.2.3

Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung

Jede Lösung y : I → R von (1.1.1h) lässt sich in der Form y(x) := c · y1(x)
darstellen, wobei

y1(x) = e−P (x), (1.2.2)

P : I → R eine Stammfunktion von p und c ∈ R eine Konstante ist.

Lässt man in c · y1(x) die Zahl c die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so

erhält man alle Lösungen der Gleichung (1.1.1h). Man sagt: Durch y(x) = c ·y1(x)
ist die allgemeine Lösung der linearen homogenenDifferentialgleichung erster Ord-

nung (1.2.1) gegeben.

Beweis:

Nach Bemerkung 1.2.2 und Satz 1.2.1 ist jede Funktion y : I → R mit

y(x) := c · y1(x) und y1(x) = e−P (x)

immer eine Lösung von (1.1.1h) für alle c ∈ R.
Sei umgekehrt ỹ : I → R eine beliebige Lösung von (1.1.1h) und y1 (durch

eine beliebige aber feste Wahl der Stammfunktion P ) fest gewählt. Wir zeigen:

Es existiert ein c̃ ∈ R, sodass auf dem ganzen Intervall I gilt

ỹ(x) = c̃ · y1(x) .

Da ỹ eine Lösung von (1.1.1h) ist, folgt

ỹ′(x) + p(x) · ỹ(x) = 0 für alle x ∈ I.

– 3 –
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Die Funktion z : I → R mit

z(x) :=
ỹ(x)

y1(x)

ist auf ganz I definiert (es gilt stets y1(x) > 0), differenzierbar und es folgt

z′(x) =
ỹ′(x) · y1(x)− ỹ(x) · y′1(x)

(y1(x))2

=
−p(x) · ỹ(x) · y1(x)− ỹ(x) · (−p(x) · y1(x))

(y1(x))2

= 0 für alle x ∈ I .

Dann ist z konstant auf dem ganzen Intervall I . Also existiert ein c̃ ∈ R mit

ỹ(x)

y1(x)
= c̃ für alle x ∈ I .

Somit ist jede Lösung von (1.1.1h) in der Form c · y1(x) mit y1(x) = e−P (x) und

geeignetem c ∈ R darstellbar. �

Beispiel 1.2.4

y′(x)− tan(x) · y(x) = 0, x ∈
(
−π
2
;
π

2

)
(1.2.3)

Es gilt für jedes x ∈
(
−π
2
;
π

2

)
: p(x) = − tan(x), und da cos(x) > 0 auf

(
−π
2
;
π

2

)
folgt:

∫
p(x) dx = −

∫
tan(x) dx = ln(cos(x)) +m, m ∈ R.

Wir nehmen (z.B.)m = 0, dann ist

P (x) = ln(cos(x))

und

y1(x) = e−P (x) =
1

cos(x)
.

Die allgemeine Lösung der Gleichung (1.2.3) lautet somit nach Satz 1.2.3:

y(x) =
c

cos(x)
mit beliebigem c ∈ R.
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Folgerung 1.2.5 (Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems)

Sei die Funktion p : I → R auf I definiert und stetig, sowie x0 ∈ I . Dann existiert

für beliebiges y0 ∈ R auf I genau eine Lösung des Anfangswertproblems

{
y′(x) + p(x) · y(x)= 0 ,

y(x0) = y0 .
(1.2.4)

Beweis:

Da die Funktion p auf I stetig ist, ist die Funktion P : I → R mit

P (x) :=

∫ x

x0

p(t) dt

eine Stammfunktion von p auf I . Nach Satz 1.2.3 ist die Funktion y : I → Rmit

y(x) := c · e
−

x∫

x0

p(t) dt

und beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung

y′(x) + p(x) · y(x) = 0 auf I.

Mit dem Anfangswert y0 ∈ R können wir die Konstante bereits eindeutig an-

passen:

y(x0) = y0 ⇔ c · e
−

x0∫

x0

p(t) dt

= y0 ⇔ c = y0.

Also ist die Funktion y : I → R mit

y(x) = y0 · e
−

x∫

x0

p(t) dt

die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (1.2.4). �

Beispiel 1.2.6 (Gesetz des radioaktiven Zerfalls)

Sei N := N(t) die Zahl der zur Zeit t ∈ R noch nicht zerfallenen Kerne ei-

nes radioaktiven Stoffes. Die Anzahl der Kerne, die radioaktiv zerfallen können,

nimmt mit der Zeit ab und es gilt:

Ṅ(t) = −λ ·N(t)

– 5 –
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mit einer Konstante λ ∈ R>0. Mit anderen Worten gilt

Ṅ(t) + λ ·N(t) = 0, für alle t ∈ R. (1.2.5)

Sei t0 = 0 der Anfangspunkt der Prozessbeobachtung. Mit der Anfangsbedin-

gung N(0) = N0 erhalten wir nach Folgerung 1.2.5 durch

N(t) = N0 · e
−

t∫

0

λ dτ
= N0 · e−λt

die eindeutig bestimmte Lösung dieses Anfangswertproblems.

Beachte: Für t > t0 bzw. t < t0 zeigt die Lösung die Anzahl der nicht zerfal-

lenen Kerne nach bzw. vor dem Start der Beobachtung.

Bemerkung 1.2.7

Lineare homogene Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstantem Koeffi-

zienten

Sei p ∈ R. Gesucht ist eine Funktion y : R→ R, sodass für alle x ∈ R gilt:

y′(x) + p · y(x) = 0 . (1.2.6)

Offensichtlich ist die Funktion P : R→ R mit P (x) := p · x eine Stammfunktion

der konstanten Funktion p : R → R mit p(x) := p auf R. Nach Bemerkung 1.2.2

ist die Funktion y1 : R→ Rmit y1(x) := e−p·x eine Lösung und nach Satz 1.2.3

ist

y(x) = c · y1(x) = c · e−p·x

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung (1.2.6) auf R.

1.3 Lineare inhomogene Differentialgleichung

erster Ordnung

Satz 1.3.1

Seien die Funktionen p, f : I → R auf einem Intervall I definiert und stetig.

Dann lässt sich die Lösungsmenge L der inhomogenen Differentialgleichung erster

Ordnung

y′(x) + p(x) · y(x) = f(x) (1.3.1)

– 6 –
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auf I schreiben als: L = y∗(x) + L0, wobei L0 die Lösungsmenge der entspre-

chenden homogenen Differentialgleichung

y′(x) + p(x) · y(x) = 0

und y∗(x) eine (sogenannte partikuläre) Lösung der inhomogenen Differentialglei-

chung ist.

Beweis:

Wir haben bereits in Satz 1.2.3 gesehen, dass L0 nichtleer ist. Wir werden in

Bemerkung 1.3.4 zeigen, dass auch L 6= ∅, mit anderen Worten existiert eine

partikuläre Lösung y∗(x) von (1.3.1) und es gilt auf I

(y∗)′(x) + p(x) · y∗(x) = f(x) .

1. Sei yL(x) ∈ L eine beliebige Lösung von (1.3.1). Dann gilt

y′L(x) + p(x) · yL(x) = f(x)

auf I und somit

y′L(x)− (y∗)′(x) + p(x) · (yL(x)− y∗(x)) = 0

⇔ (yL(x)− y∗(x))′ + p(x) · (yL(x)− y∗(x)) = 0 .

D.h., ỹ(x) := yL(x)− y∗(x) ist eine Lösung der homogenen Differentialglei-

chung

y′(x) + p(x) · y(x) = 0

auf I . Also gilt für jedes yL(x) ∈ L :

yL(x) = y∗(x) + ỹ(x) ∈ y∗(x) + L0

und

L ⊆ y∗(x) + L0.

2. Sei nun ỹ(x) ∈ L0 eine beliebige Lösung der homogenen Differentialglei-

chung. Dann gilt auf I :

ỹ′(x) + p(x) · ỹ(x) = 0.

– 7 –
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Da y∗(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung

(1.3.1) ist, folgt

ỹ′(x) + (y∗)′(x) + p(x) · (ỹ(x) + y∗(x)) = f(x)

⇔ (ỹ(x) + y∗(x))′ + p(x) · (ỹ(x) + y∗(x)) = f(x) .

D.h., y(x) := ỹ(x)+ y∗(x) ist eine Lösung der inhomogenen Differentialglei-

chung (1.3.1) auf I . Also gilt für jedes ỹ(x) ∈ L0:

y(x) := y∗(x) + ỹ(x) ∈ L

und

y∗(x) + L0 ⊆ L.

Insgesamt haben wir L = y∗(x) + L0 gezeigt. �

Folgerung 1.3.2

Wie wir schon wissen, ist

y1(x) = e−P (x) (1.3.2)

immer eine Lösung der homogenen Differentialgleichung (1.1.1h) auf I . (Dabei ist

P : I → R eine Stammfunktion von p auf I .) Lässt man in c · y1(x) die Zahl c die
Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen der Gleichung

(1.1.1h).

Also gilt für die Lösungsmenge L0:

L0 = {c · y1(x) : c ∈ R},

dabei heißt c·y1(x) die allgemeine Lösung der homogenenDifferentialgleichung. Ist

jetzt y∗(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (1.3.1),

dann gilt nach Satz 1.3.1 für die Lösungsmenge L:

L = {c · y1(x) + y∗(x) : c ∈ R}.

Man sagt: Durch

y(x) = c · y1(x) + y∗(x)

ist die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialgleichung erster

Ordnung (1.3.1) gegeben.

– 8 –
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Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialglei-

chung erster Ordnung hat die Form

y(x) = ỹ(x) + y∗(x),

wobei ỹ(x) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung und y∗(x) eine partikuläre Lösung der inhomoge-

nen Differentialgleichung ist.

Beispiel 1.3.3

y′(x)− 3y(x) = x, x ∈ R . (1.3.3)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x)− 3y(x) = 0 . (1.3.3h)

Hier gilt p = −3 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c · e3x

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.3.3h) auf R.

2) Wie ist nun y∗(x) zu wählen?

Dazu betrachten wir den Ansatz

y∗(x) := A · x+B

mit A,B ∈ R. Dann gilt für jedes x ∈ R :

(y∗)′(x) = A und (y∗)′(x)− 3y∗(x) = x

⇔ A− 3 · (A · x+B) = x

⇔ −3A · x+ (A− 3B) = x

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




−3A = 1

A− 3B = 0
⇔





A = −1

3

B = −1

9

– 9 –
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Dann ist

y∗(x) = −1

3
· x− 1

9
eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung. Nach Satz 1.3.1 und

Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c · e3x +
(
−1

3
· x− 1

9

)

mit c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.3.3) auf R.

Bemerkung 1.3.4 (Variation der Konstanten)

Seien die Funktionen p, f : I → R auf einem Intervall I definiert und stetig. Sei

P : I → R eine Stammfunktion von p auf I . Nach Bemerkung 1.2.2 ist y1 : I → R

mit

y1(x) := e−P (x)

eine Lösung der homogenen Differentialgleichung

y′(x) + p(x) · y(x) = 0

auf I . Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung

y′(x) + p(x) · y(x) = f(x)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = c(x) · y1(x), (1.3.4)

wobei c : I → R eine unbekannte Funktion ist. Dann gilt (mit Voraussetzung, dass

die Funktion c in I differenzierbar ist):

(y∗)′(x) = c′(x) · y1(x) + c(x) · y′1(x).

In die Differentialgleichung (1.3.1) eingesetzt ergibt das:

(c′(x) · y1(x) + c(x) · y′1(x)) + p(x) · c(x) · y1(x) = f(x)

⇔ c′(x) · y1(x) + c(x) · (y′1(x) + p(x) · y1(x))︸ ︷︷ ︸
=0

= f(x)

⇔ c′(x) · y1(x) = f(x),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Funktion y1 eine Lösung der homogenen Dif-

ferentialgleichung ist.

– 10 –
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Da y1(x) = e−P (x) 6= 0 für alle x ∈ I ist, ist die Gleichung c′(x) · y1(x) = f(x)

eindeutig lösbar. Es gilt somit

c′(x) = eP (x) · f(x) .

Da die Funktion eP (x) · f(x) auf I stetig ist, besitzt sie dort eine Stammfunktion.

Beispiel 1.3.5

y′(x)− cot(x) · y(x) = sin(x), x ∈ (0; π) . (1.3.5)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x)− cot(x) · y(x) = 0 . (1.3.5h)

Es gilt für alle x ∈ (0; π) mit p(x) := − cot(x), und da sin(x) > 0 auf (0; π)

folgt
∫
p(x) dt = −

∫
cot(x) dt = − ln(sin(x)) +m, m ∈ R .

Wir nehmen (z.B.)m = 0, dann ist P (x) = − ln(sin(x)) auf (0; π). Nach

Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c̃ · sin(x)

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

(1.3.5h) Differentialgleichung.

2) Wir suchen nun y∗(x)mit demVerfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 1.3.4 erhalten wir auf dem offenen Intervall (0; π) :

c′(x) = e− ln(sin(x)) · sin(x) = 1

sin(x)
· sin(x) = 1.

Somit ist c(x) = x + n, mit n ∈ R. Mit n = 0 bekommen wir folgende

partikuläre Lösung

y∗(x) = c(x) · y1(x) = x · sin(x) .

Die allgemeine Lösung der inhomogenenGleichung (1.3.5) auf (0; π) ist somit

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c̃ · sin(x) + x · sin(x) mit c̃ ∈ R .
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Beachte: Diese Funktion ist natürlich auch außerhalb des Intervalls (0; π)wohl-

definiert, die Einschränkung des Intervalls kommt aber daher, dass wir ein In-

tervall benötigen auf dem der Kotangens aus der Differentialgleichung (1.3.5)

stetig ist.

Bemerkung 1.3.6

Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems. (Beweis des Satzes 1.1.2)

{
y′(x) + p(x) · y(x)= f(x), x ∈ I ,

y(x0)= y0 .
(1.3.6)

Beweis:

Da die Funktion p auf I stetig ist, ist die Funktion P : I → R mit

P (x) =

∫ x

x0

p(t) dt

eine Stammfunktion von p auf I . Nach Satz 1.2.3 ist die Funktion ỹ : I → Rmit

ỹ(x) := c̃ · e−P (x)

und mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homoge-

nen Differentialgleichung

y′(x) + p(x) · y(x) = 0

auf I . Die Funktion c : I → R mit

c(x) :=

∫ x

x0

eP (t) · f(t) dt

ist eine Stammfunktion von eP (x) · f(x) auf I . Nach Bemerkung 1.3.4 ist durch

die Funktion y∗ : I → R mit

y∗(x) := c(x) · e−P (x)

eine partikuläre Lösung und durch

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = (c̃+ c(x)) · e−P (x)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

y′(x) + p(x) · y(x) = f(x)

auf I gegeben.
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Mit dem Anfangswert y0 ∈ R können wir nun die Konstante c̃ bereits ein-

deutig anpassen:

y(x0) = y0 ⇔ (c̃+ c(x0)) · e−P (x0) = y0

⇔ c̃ = y0, denn c(x0) = 0 und e−P (x0) = 1 .

Also ist die Funktion y : I → R mit

y(x) := (y0 + c(x)) · e−P (x)

die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (1.3.6). �

Satz 1.3.7 (Superpositionsprinzip)

Seien die Funktionen p, f1, f2 : I → R auf einem Intervall I definiert und stetig.

Seien weiter y∗1(x) eine partikuläre Lösung von

y′(x) + p(x) · y(x) = f1(x) (1.3.7a)

und y∗2(x) eine partikuläre Lösung von

y′(x) + p(x) · y(x) = f2(x). (1.3.7b)

Dann ist

y∗(x) := y∗1(x) + y∗2(x)

eine partikuläre Lösung von

y′(x) + p(x) · y(x) = f1(x) + f2(x) . (1.3.8)

Beweis:

Einsetzen von y∗(x) in (1.3.8) liefert die Behauptung, weil y∗1(x) und y
∗
2(x) par-

tikuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind:

In der Tat gilt für jedes x ∈ I :

(y∗)′(x) = (y∗1)
′(x) + (y∗2)

′(x),

sodass

(y∗)′(x) + p(x) · y∗(x) = (y∗1)
′(x) + (y∗2)

′(x) + p(x) · (y∗1(x) + y∗2(x))

= [(y∗1)
′(x) + p(x) · y∗1(x)] + [(y∗2)

′(x) + p(x) · y∗2(x)]
(1.3.7a)
=

(1.3.7b)
f1(x) + f2(x) . �
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1.4 Lineare inhomogene Differentialgleichung

erster Ordnung mit konstantem Koeffizien-

ten

Bemerkung 1.4.1

Gegeben seien eine Funktion f : I → R, die auf einem Intervall I definiert und

stetig ist, und eine reelle Zahl p ∈ R. Gesucht ist eine Funktion y : I → R, sodass

für alle x ∈ I gilt:

y′(x) + p · y(x) = f(x) . (1.4.1)

Nach Folgerung 1.3.2 und Bemerkung 1.2.7 hat die allgemeine Lösung der linearen

inhomogenen Differentialgleichung (1.4.1) die Form y(x) = ỹ(x) + y∗(x), wobei

ỹ(x) = c · e−p·x

mit beliebigem c ∈ R, die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homo-

genen Differentialgleichung

y′(x) + p · y(x) = 0

und y∗(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist. In

Bemerkung 1.3.4 haben wir y∗(x)mit dem Verfahren der Variation der Konstanten

gesucht. Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungen y∗(x) von (1.4.1) für

einige Sonderfälle der rechten Seite f : R→ R.

i) f(x) := eγ·x ·Pn(x), wobei γ ∈ R und Pn(x) ein Polynom vom Grad n ∈ N0

ist.

a) γ 6= −p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = eγ·x ·Qn(x),

wobei Qn(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

Beispiel 1.4.2: y′(x)− 5y(x) = x2 + 3x,

Beispiel 1.4.3: y′(x) + 2y(x) = e2x · (x+ 1).
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b) γ = −p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = x · eγ·x ·Qn(x),

wobei Qn(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

Beispiel 1.4.4: y′(x) + 3y(x) = e−3x · (x− 1).

ii) f(x) := eγ·x · (Pn(x) · cos(δ · x) + Qm(x) · sin(δ · x)), wobei γ ∈ R und

δ ∈ R\{0}. Dabei sind Pn(x), Qm(x) Polynome vom Grad n,m ∈ N0 oder

genau ein Polynom ist das Nullpolynom.

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = eγ·x · (SN(x) · cos(δ · x) + TN(x) · sin(δ · x)),

wobei SN(x), TN(x) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{n,m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

Beispiel 1.4.5: y′(x)− 2y(x) = sin(3x) + x · cos(3x),

Beispiel 1.4.6: y′(x) + 4y(x) = ex · cos(2x).

Beispiel 1.4.2

y′(x)− 5y(x) = x2 + 3x, x ∈ R . (1.4.2)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x)− 5y(x) = 0. (1.4.2h)

Hier gilt p = −5 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c · e5x

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.4.2h) auf R.

2) Wir haben γ = 0 6= 5 = −p, sowie P2(x) = x2 + 3x und suchen nach

Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

y∗(x) = A · x2 +B · x+D, mit A,B,D ∈ R.
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Wir haben

(y∗)′(x) = 2A · x+B

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.2) ergibt:

(2A · x+B)− 5 · (A · x2 +B · x+D) = x2 + 3x

⇔ −5A · x2 + (2A− 5B) · x+ (B − 5D) = x2 + 3x .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:






−5A = 1

2A− 5B = 3

B − 5D = 0

⇔






A = −1

5

B = −17

25

D = − 17

125

Dann ist

y∗(x) = −x
2

5
− 17x

25
− 17

125

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.2). Nach Satz 1.3.1

und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c · e5x +
(
−x

2

5
− 17x

25
− 17

125

)
mit c ∈ R

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.2) auf R.

Beispiel 1.4.3

y′(x) + 2y(x) = e2x · (x+ 1), x ∈ R . (1.4.3)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x) + 2y(x) = 0 . (1.4.3h)

Hier gilt p = 2 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c · e−2x

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.4.3h) auf R.
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2) Wir haben γ = 2 6= −2 = −p, sowie P1(x) = x + 1 und suchen nach

Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

y∗(x) = e2x · (A · x+B), mit A,B ∈ R.

Wir haben

(y∗)′(x) = 2 · e2x · (A · x+B) + e2x · A = e2x · (2A · x+ (A+ 2B))

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.3) ergibt:

e2x · (2A · x+ (A+ 2B)) + 2 · e2x · (A · x+B) = e2x · (x+ 1)

⇐⇒
e2x 6=0

2A · x+ (A + 2B) + 2A · x+ 2B = x+ 1

⇐⇒ 4A · x+ (A+ 4B) = x+ 1.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:





4A = 1

A + 4B = 1
⇔






A =
1

4

B =
3

16

Dann ist

y∗(x) = e2x ·
(
x

4
+

3

16

)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.3). Nach Satz 1.3.1

und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c · e−2x + e2x ·
(
x

4
+

3

16

)
mit c ∈ R

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.3) auf R.

Beispiel 1.4.4

y′(x) + 3y(x) = e−3x · (x− 1), x ∈ R . (1.4.4)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x) + 3y(x) = 0 . (1.4.4h)
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Hier gilt p = 3 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c · e−3x

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.4.4h) auf R.

2) Wir haben γ = −3 = −p, sowie P (x) = x− 1 und suchen nach Bemerkung

1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

y∗(x) = x · e−3x · (A · x+B) = e−3x · (A · x2 +B · x), mit A,B ∈ R.

Wir haben

(y∗)′(x) = −3 · e−3x · (A · x2 +B · x) + e−3x · (2A · x+B)

= e−3x · (−3A · x2 + (2A− 3B) · x+B)

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.4) ergibt:

e−3x · (−3A · x2 + (2A− 3B) · x+B)

+ 3e−3x · (A · x2 +B · x) = e−3x · (x− 1)

⇐⇒
e−3x 6=0

2A · x+B = x− 1 .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




2A = 1

B = −1
⇔





A =
1

2

B = −1

Dann ist

y∗(x) = e−3x ·
(
x2

2
− x

)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.4). Nach Satz 1.3.1

und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c · e−3x + e−3x ·
(
x2

2
− x

)
mit c ∈ R

die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Gleichung (1.4.4) auf R.
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Beispiel 1.4.5

y′(x)− 2y(x) = x · cos(3x) + sin(3x), x ∈ R . (1.4.5)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x)− 2y(x) = 0 . (1.4.5h)

Hier gilt p = −2 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c · e2x

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.4.5h) auf R.

2) Wir haben γ = 0, δ = 3, P1(x) = x und Q0(x) = 1 und suchen nach

Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

y∗(x) = (A · x+B) · cos(3x) + (D · x+ E) · sin(3x) ,

mit A,B,D,E ∈ R. Wir haben

(y∗)′(x) = A · cos(3x) +D · sin(3x) + (D · x+ E) · 3 cos(3x)
= (3D · x+ (A + 3E)) · cos(3x)

+ (−3A · x+ (D − 3B)) · sin(3x)

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.5) ergibt:

(3D · x+ (A+ 3E)) · cos(3x) + (−3A · x+ (D − 3B)) · sin(3x)
− 2 · ((A · x+B) · cos(3x) + (D · x+ E) · sin(3x))

= sin(3x) + x · cos(3x)
⇔ (3D − 2A) · x · cos(3x) + (A− 2B + 3E) · cos(3x)

+ (−3A− 2D) · x · sin(3x) + (D − 3B − 2E) · sin(3x)
= sin(3x) + x · cos(3x) .
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:





−2A+ 3D = 1

−3A− 2B = 0

A− 2B + 3E = 0

D − 3B − 2E = 1

⇔





A = − 2

13

D =
3

13

B = − 34

169

E = − 14

169

Dann ist

y∗(x) =

(
− 2

13
· x− 34

169

)
· cos(3x) +

(
3

13
· x− 14

169

)
· sin(3x)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.5). Nach Satz 1.3.1

und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= c · e2x +
(
− 2

13
· x− 34

169

)
· cos(3x) +

(
3

13
· x− 14

169

)
· sin(3x)

mit c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.5) auf R.

Beispiel 1.4.6

y′(x) + 4y(x) = ex · cos(2x), x ∈ R . (1.4.6)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x) + 4y(x) = 0 . (1.4.6h)

Hier gilt p = 4 und nach Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c · e−4x

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.4.6h) auf R.
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2) Wir haben γ = 1, δ = 2,P0(x) = 1 undQ(x) ≡ 0 (Nullpolynom) und suchen

nach Bemerkung 1.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

in der Form

y∗(x) = ex · (A · cos(2x) +B · sin(2x)), mit A,B ∈ R.

Wir haben

(y∗)′(x) = ex · (A · cos(2x) +B · sin(2x))
+ ex · (−2A · sin(2x) + 2B · cos(2x))

= ex · ((A+ 2B) · cos(2x) + (−2A +B) · sin(2x))

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (1.4.6) ergibt:

ex · ((A+ 2B) · cos(2x) + (−2A +B) · sin(2x))
+ 4ex · (A · cos(2x) +B · sin(2x)) = ex · cos(2x)

⇐⇒
ex 6=0

(A+ 2B) · cos(2x) + (−2A+B) · sin(2x)
+ 4 · (A · cos(2x) +B · sin(2x)) = cos(2x)

⇐⇒ (5A+ 2B) · cos(2x) + (−2A + 5B) · sin(2x) = cos(2x) .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




5A+ 2B = 1

−2A + 5B = 0
⇔





A =
5

29

B =
2

29

Dann ist

y∗(x) = ex ·
(

5

29
· cos(2x) + 2

29
· sin(2x)

)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.6). Nach Satz 1.3.1

und Folgerung 1.3.2 ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c · e−4x + ex ·
(

5

29
· cos(2x) + 2

29
· sin(2x)

)
mit

mit c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (1.4.6) auf R.
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Beispiel 1.4.7 (Anfangswertproblem)





y′(x)− y(x)

x
= −2

ln(x)

x
− 12

x3
, x ∈ R>0 ,

y(1) = 5 .
(1.4.7)

1) Der maximale gemeinsame Definitionsbereich der Funktionen p, f : D → R

mit p(x) := −1

x
, f(x) := −2

ln(x)

x
− 12

x3
lautetD = R>0. Der Anfangspunkt

x0 = 1 > 0 liegt also im DefinitionsbereichD. Die inhomogene Gleichung

y′(x)− y(x)

x
= −2

ln(x)

x
− 12

x3

darf auf R>0 untersucht werden.

2) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′(x)− y(x)

x
= 0 . (1.4.7h)

Es gilt für alle x ∈ R>0 :

∫
p(x) dx = −

∫
1

x
dx = − ln(x) +m mit m ∈ R .

Wir nehmen (z.B.) m = 0, dann ist P (x) = − ln(x) und y1 = e−P (x) = x,

sowie eP (x) =
1

x
auf R>0. Nach Bemerkung 1.2.7 ist

ỹ(x) = c̃ · x

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differentialgleichung (1.4.7h) auf (0;∞).

3) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

y′(x)− y(x)

x
= −2

ln(x)

x
(1.4.7a)

mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach Bemerkung 1.3.4 er-

halten wir auf R>0:

c′(x) =
1

x
·
(
−2

ln(x)

x

)
= −2 ln(x)

x2
,
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und somit

c(x) =

∫ −2 ln(x)

x2
dx =





u(x) = ln(x)

u′(x) =
1

x

v′(x) = − 2

x2

v(x) =
2

x





=
2 ln(x)

x
−
∫

2

x2
dx

=
2 ln(x)

x
+

2

x
+ n, n ∈ R .

Mit n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung

y∗1(x) = c(x) · y1(x) =
(
2 ln(x)

x
+

2

x

)
· x = 2 ln(x) + 2

der inhomogenen Differentialgleichung (1.4.7a) auf (0;∞).

4) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

y′(x)− y(x)

x
= −12

x3
(1.4.7b)

mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach Bemerkung 1.3.4 er-

halten wir auf R>0:

c′(x) =
1

x
·
(
−12

x3

)
= −12

x4
,

und somit

c(x) = −
∫

12

x4
dx =

4

x3
+ n, n ∈ R .

Mit n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung

y∗2(x) = c(x) · y1(x) =
4

x2

der inhomogenen Differentialgleichung (1.4.7b) auf (0;∞).

5) Nach dem Superpositionsprinzip 1.3.7 ist

y∗(x) = y∗1(x) + y∗2(x)
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eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung

y′(x)− y(x)

x
= −2

ln(x)

x
− 12

x3

auf R>0 und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c̃ · x+ 2 ln(x) + 2 +
4

x2

die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Gleichung auf R>0.

6) Mit Hilfe des Anfangswertes y(1) = 5 bekommen wir:

y(1) = 5 ⇔ c̃ · 1 + 2 ln(1) + 2 +
4

12
= 5 ⇔ c̃ = −1

Dann ist

y(x) = −x+ 2 ln(x) + 2 +
4

x2

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (1.4.7) auf (0;∞).

1.5 Auf- und Entladung eines Kondensators

b

b

R

C

Wir untersuchen einen Stromkreis, be-

stehend aus einem Ohm’schen Wider-

stand1 R > 0 und einem Kondensator

mit der Kapazität C > 0.

1.5.1 Aufladung eines Kondensators

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt t0 = 0 eingeschaltet und mit einer kon-

stanten Spannung U0 betrieben. Der Kondensator fäng an sich aufzuladen.

Nach dem zweiten Kirchhoff’schen Gesetz2 gilt

U0 = UR(t) + UC(t), t ∈ R>0 .

1Georg Simon Ohm, 1789-1854
2Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887

– 24 –



§ 1.5. Auf- und Entladung eines Kondensators

Wobei wir mit UR(t) die Spannung amWiderstand und mit UC(t) die Spannung

am Kondensator bezeichnen. Es gilt (C > 0):

UR(t) = R · I(t), UC(t) =
Q(t)

C
, I(t) = Q̇(t),

wobei I := I(t) Stromstärke im Kreis und Q := Q(t) Ladung des Kondensators

sind. Dann

UR(t)+UC(t) = U0 ⇔ R·Q̇(t)+Q(t)

C
= U0 ⇔

R>0
Q̇(t)+

Q(t)

R · C =
U0

R
,

d.h., die Ladung am Kondensator genügt einer linearen inhomogenen Differen-

tialgleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R>0. Die ent-

sprechende homogene Differentialgleichung lautet

Q̇(t) +
Q(t)

R · C = 0

Nach Bemerkung 1.2.7 ist

Q̃(t) = c̃ · e− t
R·C

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei-

chung auf R>0. Nach Bemerkung 1.4.1 suchen wir nun eine partikuläre Lösung

der inhomogenen Gleichung in der Form

Q∗(t) = A mit A ∈ R, dann ist Q̇∗(t) = 0

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

0 +
A

R · C =
U0

R
⇐⇒
R,C>0

A = U0 · C .

Dann ist Q∗(t) = U0 · C eine partikuläre Lösung und

Q(t) = Q̃(t) +Q∗(t) = c̃ · e− t
R·C + U0 · C

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung auf R>0.

Mit der Anfangsbedingung Q(0) = 0 erhalten wir

c̃+U0 ·C = 0 ⇔ c̃ = −U0 ·C und somit Q(t) = U0 ·C ·
(
1− e−

t
R·C

)
.
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Für die Kondensatorspannung bekommen wir

UC(t) =
Q(t)

C
= U0 ·

(
1− e−

t
R·C

)

und für die Stromstärke

I(t) = Q̇(t) =
U0

R
· e− t

R·C .

Bezeichnen wir die Stromstärke am Anfang durch

I0 := I(0) =
U0

R
, dann gilt I(t) = I0 · e−

t
R·C ,

wir sprechen von einem Ladestrom.

t

U0

UC

t

I0

I

t

U0

UR = R · I

UC

U

Für die Widerstandspannung gilt:

UR(t) = R · I(t) · e− t
R·C .

Beachte: Es gilt stets UR(t) + UC(t) = U0 zu jeder Zeit t > 0.

1.5.2 Entladung eines Kondensators

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt t0 = 0 abgeschaltet. Der Kondensator be-

ginnt sich zu entladen. Nach dem zweiten Kirchhoff’schen Gesetz gilt:

UR(t) + UC(t) = 0, t ∈ R>0 .
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§ 1.5. Auf- und Entladung eines Kondensators

Mit UR(t) = R · I(t), UC(t) =
Q(t)

C
, I(t) = Q̇(t) (wobei R,C > 0) folgt

UR(t) + UC(t) = 0 ⇔ R · Q̇(t) + Q(t)

C
= 0 ⇔ Q̇(t) +

Q(t)

R · C = 0 ,

d.h., die Ladung am Kondensator genügt einer linearen homogenenDifferential-

gleichung erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R>0. Nach Bemer-

kung 1.2.7 ist

Q(t) = c̃ · e− t
R·C

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei-

chung auf R>0. Wenn Q(0) = Q0 die Anfangsbedingung ist, dann ist c̃ = Q0

und somit

Q(t) = Q0 · e−
t

R·C .

Für die Kondensatorspannung bekommen wir

UC(t) =
Q(t)

C
=
Q0

C
· e− t

R·C

und für die Stromstärke

I(t) = Q̇(t) = − Q0

R · C · e− t
R·C .

Bezeichnen wir mit U0 :=
Q0

C
und mit I0 := −U0

R
, dann gilt

UC(t) = U0 · e−
t

R·C und I(t) = I0 · e−
t

R·C ,

(sog. Entladestrom).

t

U0

UC

t

I0

I
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t

U0

−U0

UR = R · I

UC

U

Für die Widerstandspannung gilt

UR(t) = R · I(t) = −Q0

C
· e− t

R·C = −U0 · e−
t

R·C .

Beachte: Es gilt stets UR(t) + UC(t) = 0 zu jeder Zeit t > 0.

Der Wert τ := R · C heißt Zeitkonstante, dann ist e−
t

R·C = e−
t
τ .

1.6 Ein- und Ausschalten eines Stromkreises mit

Spule und Ohm’schem Widerstand

b

b

R

L
Wir untersuchen einen Stromkreis, be-

stehend aus einem Ohm’schen Wider-

stand R > 0 und einer Spule mit der

Induktivität L > 0.

1.6.1 Einschalten des Stroms

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt t0 = 0 eingeschaltet und mit einer kon-

stanten Spannung U0 betrieben. Nach dem zweiten Kirchhoff’schen Gesetz

gilt:

U0 = UR(t) + UL(t), t ∈ R>0,

– 28 –



§ 1.6. Ein- und Ausschalten eines Stromkreises mit Spule und OHM’schem Widerstand

wobei wir mit UR die Spannung am Widerstand und mit UL die Spannung an

der Spule bezeichnen. Es gilt:

UR(t) = R · I(t), UL(t) = L · İ(t),

wobei I := I(t) die Stromstärke im Kreis ist. Dann

UR(t)+UL(t) = U0 ⇔ R·I(t)+L·İ(t) = U0 ⇔
L>0

İ(t)+
R

L
·I(t) = U0

L
,

d.h., die Stromstärke genügt einer linearen inhomogenen Differentialgleichung

erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R>0. Die entsprechende ho-

mogene Differentialgleichung lautet

İ(t) +
R

L
· I(t) = 0 .

Nach Bemerkung 1.2.7 ist

Ĩ(t) = c̃ · e−R
L
·t

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei-

chung auf R>0.

Nach Bemerkung 1.4.1 suchenwir eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung der Form

I∗(t) = A, mit A ∈ R, dann ist İ∗(t) = 0 ,

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt

0 +
R

L
·A =

U0

L
⇐⇒
R,L>0

A =
U0

R
.

Dann ist I∗(t) =
U0

R
eine partikuläre und

I(t) = Ĩ(t) + I∗(t) = c̃ · e−R
L
·t +

U0

R

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung auf R>0. Mit der Anfangs-

bedingung I(0) = 0 erhalten wir

c̃+
U0

R
= 0 ⇔ c̃ = −U0

R
und somit I(t) =

U0

R
·
(
1− e−

R
L
·t
)
.
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Für die Widerstandspannung bekommen wir

UR(t) = R · I(t) = U0 ·
(
1− e−

R
L
·t
)
.

Es gilt

İ(t) =
U0

R
· e−R

L
·t

und für die Spulenspannung folgt

UL(t) = L · I(t) = U0 · e−
R
L
·t.

Beachte: Es gilt stets UR(t) + UL(t) = U0 zu jeder Zeit t > 0.

t

U0

R

I

t

U0

UL

t

U0
UR = R · I

UL

U

1.6.2 Ausschalten des Stroms

Die Stromquelle wird zum Zeitpunkt t0 = 0 ausgeschaltet. Nach dem zweiten

Kirchhoff’schen Gesetz gilt:

UR(t) + UL(t) = 0, t ∈ R>0

mit UR(t) = R · I(t) und UL(t) = L · İ(t). Somit

UR(t) +UL(t) = 0 ⇔ R · I(t) +L · İ(t) = 0 ⇔
L>0

İ(t) +
R

L
· I(t) = 0 ,
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d.h., die Stromstärke genügt einer linearen inhomogenen Differentialgleichung

erster Ordnung mit konstantem Koeffizienten auf R>0. Nach Bemerkung 1.2.7

ist

I(t) = c̃ · e−R
L
·t

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen Differentialglei-

chung auf R>0. Mit der Anfangsbedingung I(0) = I0 folgt c̃ = I0 und somit

I(t) = I0 · e−
R
L
·t.

Für die Widerstandspannung bekommen wir

UR(t) = R · I(t) = R · I0 · e−
R
L
·t .

Bezeichnen wir mit U0 := R · I0 dann gilt

UR(t) = U0 · e−
R
L
·t .

Ferner ist

İ(t) = I0 ·
(
−R
L

)
· e−R

L
·t = −U0

L
· e−R

L
·t,

sodass für die Spulenspannung folgt

UL(t) = L · I(t) = −U0 · e−
R
L
·t .

Beachte: Es gilt stets UR(t) + UL(t) = 0 zu jeder Zeit t > 0.

t

I0

I

t

−U0

UL
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t

U0

−U0

UL

UR = R · I

U

Der Wert τ :=
L

R
heißt Zeitkonstante, dann ist e−

R
L
·t = e−

t
τ .
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2 LineareDifferenzengleichungen

erster Ordnung

Vorbemerkung: Im Folgenden werden wir Differenzengleichungen auf der

Menge N0 untersuchen. Analoge Betrachtungen lassen sich auf Z>n0 :=

{n0, n0 +1, . . .}mit einem beliebigen n0 ∈ Z oder auf der ganzen Menge

Z durchführen.

2.1 Anfangswertproblem für lineareDifferenzen-

gleichungen erster Ordnung

Definition 2.1.1

Gegeben seien die Funktionen p, f : N0 → R, wobei p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 ist.

Gesucht ist eine Funktion x : N0 → R, sodass für alle n ∈ N0 gilt:

x(n + 1) + p(n) · x(n) = f(n). (2.1.1)

Gleichung (2.1.1) heißt lineare Differenzengleichung erster Ordnung. Die Funktion

x : N0 → R heißt Lösung der Gleichung (2.1.1).

Satz und Definition 2.1.2

Gegeben seien die Funktionen p, f : N0 → R, wobei p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 ist,

sowie n0 ∈ N0. Dann existiert für beliebiges µ0 ∈ R auf N0 genau eine Lösung des

Anfangswertproblems

{
x(n + 1) + p(n) · x(n) = f(n), n ∈ N0 ,

x(n0) =µ0 .
(2.1.2)
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Beweis:

Existenz:

Ist der Wert x(n0) an einer Stelle n0 ∈ N0 gegeben, so ist auch der Wert

an der Stelle (n0 + 1) bereits bestimmt:

x(n0 + 1) = f(n0)− p(n0) · x(n0) .

Für (n0−1) ∈ N0 erhaltenwir aus der Gültigkeit der Differenzengleichung

x(n0 − 1) =
f(n0 − 1)− x(n0)

p(n0 − 1)
.

Sukzessive kann also jeder Wert von x(.) auf N0 bestimmt werden und es

existiert eine Lösung des Anfangswertproblems.

Eindeutigkeit:

Seien x1, x2 : N0 → R zwei Lösungen des Anfangswertproblems (2.1.2).

Dann gilt

{
x1(n + 1) + p(n) · x1(n) = f(n), n ∈ N0 ,

x1(n0) =µ0 .

Aber auch
{
x2(n + 1) + p(n) · x2(n) = f(n), n ∈ N0 ,

x2(n0) =µ0 .

Für x̃(n) := x2(n)− x1(n) folgt:

{
x̃(n + 1) + p(n) · x̃(n) = 0, n ∈ N0 ,

x̃(n0) = 0 .
(2.1.3)

Wir beweisen, dass (2.1.3) nur die triviale Lösung x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0

zulässt:

Wir zeigen zuerst, dass für alle n ∈ N0 mit n > n0 bereits x̃(n) = 0 gelten

muss:

Mit der Anfangsbedingung haben wir schon x̃(n0) = 0. Angenommen, es

existiert ein n ∈ N mit n > n0 + 1, sodass x̃(n) 6= 0 gilt. Dann ist die

Menge {n ∈ N : n > (n0 + 1) und x̃(n) 6= 0} nichtleer.

– 34 –



§ 2.2. Lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung

Sei s := min{n ∈ N : n > (n0+1) und x̃(n) 6= 0}. Dann gilt x̃(s−1) = 0.

Nach (2.1.3) folgt x̃(s) = −p(s − 1) · x̃(s − 1) = 0, im Widerspruch zur

Auswahl von s. Also ist x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0 mit n > n0.

Ist n0 = 0, so folgt somit sofort x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0.

Jetzt zeigen wir, dass auch die Behauptung x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0 mit

n 6 (n0 − 1) folgt:

Andernfalls wäre die Menge {n ∈ N0 : n 6 (n0 − 1) und x̃(n) 6= 0}
nichtleer und es existierte t := max{n ∈ N0 : n 6 (n0−1) und x̃(n) 6= 0}.
Dann gilt x̃(t+ 1) = 0. Wegen

x̃(t + 1)︸ ︷︷ ︸
=0

+ p(t) · x̃(t) = 0 und p(t) 6= 0 folgt x̃(t) = 0,

imWiderspruch zur Auswahl von t. Also ist auch x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0

mit n 6 (n0 − 1).

Wir haben gezeigt, dass das Anfangswertproblem (2.1.3) nur die triviale

Lösung x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0 besitzt, d.h., es gilt x1(n) = x2(n) für

alle n ∈ N0. Damit ist die Lösung von (2.1.2) eindeutig bestimmt.
�

Bemerkung und Definition 2.1.3

Ist f(n) = 0 für alle n ∈ N0, so heißt Gleichung (2.1.1) lineare homogene Diffe-

renzengleichung erster Ordnung, andernfalls heißt diese lineare inhomogene Dif-

ferenzengleichung erster Ordnung.

2.2 Lineare homogene Differenzengleichung

erster Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung

x(n+ 1) + p(n) · x(n) = 0 (2.2.1)

(dabei ist die Funktion p : N0 → R mit p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 gegeben).
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Satz 2.2.1

Sei x1 : N0 → R eine Lösung von (2.2.1), dann ist x(n) := c · x1(n) ebenfalls eine
Lösung von (2.2.1), wobei c ∈ R eine beliebige Konstante ist.

Beweis:

Da x1 eine Lösung von (2.2.1) ist, gilt für alle n ∈ N0:

x1(n+ 1) + p(n) · x1(n) = 0 (2.2.2)

Dann folgt für x(n) := c · x1(n), wobei c ∈ R eine beliebige Konstante ist:

x(n + 1) + p(n) · x(n) = c · x1(n + 1) + p(n) · c · x1(n)
= c · (x1(n + 1) + p(n) · x1(n))

(2.2.2)
= 0 auf N0.

Nach Definition 2.1.1 ist also x(n) := c · x1(n) eine Lösung von (2.2.1) auf N0,

wobei c ∈ R eine beliebige Konstante ist. �

Bemerkung 2.2.2

Die Funktion x1 : N0 → R mit

x1(n) := (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k)

ist eine Lösung von (2.2.1) auf N0. Dabei gilt für n = 0 nach Definition des leeren

Produktes

x1(0) = (−1)0 · 1 = 1 .

In der Tat gilt für jedes n ∈ N0

x1(n + 1) + p(n) · x1(n) = (−1)n+1 ·
n∏

k=0

p(k) + p(n) · (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k)

= (−1)n ·
(
−

n∏

k=0

p(k) + p(n) ·
n−1∏

k=0

p(k)

)

= (−1)n ·
(
−

n∏

k=0

p(k) +

n∏

k=0

p(k)

)
= 0 .
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Satz und Definition 2.2.3

Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung

Jede Lösung x : N0 → R von (2.2.1) lässt sich in der Form x(n) = c · x1(n)
darstellen, wobei

x1(n) = (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k) (2.2.3)

und der Koeffizient c ∈ R eindeutig bestimmt ist. Lässt man in c · x1(n) die Zahl
c die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen der Glei-

chung (2.2.1). Man sagt: Durch x(n) = c · x1(n) ist die allgemeine Lösung der

linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung (2.2.2) gegeben.

Beweis:

Nach Bemerkung 2.2.2 und Satz 2.2.1 ist jede Funktion x : N0 → R der Form

x(n) := c · x1(n) mit

x1(n) = (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k)

immer eine Lösung von (2.2.1) für jedes c ∈ R.
Sei x̃ : N0 → R eine beliebige Lösung von (2.2.1). Wir zeigen: Es existiert

ein c̃ ∈ R, sodass auf N0 gilt: x̃(n) = c̃ · x1(n).
Da x̃ eine Lösung von (2.2.1) ist, gilt x̃(n+ 1) + p(n) · x̃(n) = 0 auf N0. Die

Funktion z : N0 → R mit

z(n) :=
x̃(n)

x1(n)

ist auf N0 definiert, denn p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0. Weiter gilt für alle n ∈ N0 :

z(n + 1) =
x̃(n+ 1)

x1(n + 1)
=

−p(n) · x̃(n)
−p(n) · x1(n)

=
x̃(n)

x1(n)
= z(n)

Somit ist z konstant aufN0. Also existiert ein c̃ ∈ Rmit
x̃(n)

x1(n)
= c̃ aufN0. Dann

ist jede Lösung von (2.2.1) in der Form c · x1(n) mit

x1(n) = (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k)

und c ∈ R darstellbar.
�
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Beispiel 2.2.4

x(n + 1)− (n+ 1) · x(n) = 0, n ∈ N0 . (2.2.4)

Es gilt für jedes n ∈ N0 :

p(n) = (−1) · (n+ 1) .

Dann ist
n−1∏

k=0

p(k) =

n−1∏

k=0

(−1) · (k + 1) = (−1)n · n! .

Nach Bemerkung 2.2.2 ist

x1(n) = (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k) = (−1)n · (−1)n · n! = n!

eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist

x(n) = c · n! mit beliebigem c ∈ R

die allgemeine Lösung der Gleichung (2.2.4) auf N0.

Folgerung 2.2.5 (Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems)

Gegeben sei die Funktion p : N0 → R, wobei p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 ist, sowie

n0 ∈ N0. Dann existiert für beliebiges µ0 ∈ R genau eine Lösung des Anfangs-

wertproblems {
x(n + 1) + p(n) · x(n) = 0, n ∈ N0 ,

x(n0) =µ0 .
(2.2.5)

Beweis:

Nach Satz 2.2.3 ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) = c · (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k)

und beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung

x(n + 1) + p(n) · x(n) = 0 auf N0.
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Mit dem Anfangswert µ0 ∈ R können wir die Konstante eindeutig auswählen:

x(n0) = µ0 ⇔ c · (−1)n0 ·
n0−1∏

k=0

p(k) = µ0 ⇔ c =
µ0

(−1)n0 ·
n0−1∏
k=0

p(k)

.

Also ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) := µ0 · (−1)n−n0 ·

n−1∏
k=0

p(k)

n0−1∏
k=0

p(k)

die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (2.2.5). �

Beachte: Es gilt

x(n) =





µ0 · (−1)n−n0 ·
n−1∏

k=n0

p(k), falls n > n0 + 1,

µ0, falls n = n0,

µ0 · (−1)n−n0 · 1
n0−1∏
k=n

p(k)

, falls 0 6 n 6 n0 − 1 .

Beispiel 2.2.6 (Anfangswertproblem)




x(n + 1) +

(
1 +

1

n+ 1

)
· x(n) = 0, n ∈ N0 ,

x(5)= 12 .

(2.2.6)

1) Es gilt für alle n ∈ N0 :

p(n) = 1 +
1

n+ 1
=
n+ 2

n+ 1
.

Dann ist
n−1∏

k=0

p(k) =

n−1∏

k=0

k + 2

k + 1
=

2

1
· 3
2
· · · n + 1

n
= n+ 1.
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Nach Bemerkung 2.2.2 ist

x1(n) = (−1)n · (n+ 1)

eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist

x(n) = c · (−1)n · (n+ 1)

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung

x(n+ 1) +

(
1 +

1

n+ 1

)
· x(n) = 0 auf N0.

2) Weiter gilt

x(5) = 12 ⇔ c · (−1)5 · 6 = 12 ⇔ c = −2

Also ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) = (−2) · (−1)n · (n+ 1) = 2 · (−1)n+1 · (n+ 1)

die Lösung des Anfangswertproblems (2.2.6).

Bemerkung 2.2.7

Lineare homogeneDifferenzengleichung erster Ordnungmit konstantemKoeffizienten

Sei p ∈ R\{0}. Gesucht ist eine Funktion x : N0 → R, sodass für alle n ∈ N0

gilt:

x(n + 1) + p · x(n) = 0. (2.2.7)

Für alle n ∈ N0 ist hier p(n) = p und

n−1∏

k=0

p(k) =
n−1∏

k=0

p = pn

Nach Bemerkung 2.2.2 ist die Funktion x1 : N0 → R mit

x1(n) := (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k) = (−1)n · pn = (−p)n

eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist

x(n) = c · x1(n) = c · (−p)n

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung (2.2.7) auf N0.
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Beispiel 2.2.8

Seien b, q ∈ R. Die unendliche Folge 〈bn〉n∈N0
die rekursiv durch bn := bn−1 · q

für n > 1 mit dem Anfangsglied b0 := b definiert ist, heißt geometrische Folge.

Wir können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:
{
x(n + 1)− q · x(n) = 0, n ∈ N0 ,

x(0)= b .

I. Fall q 6= 0

1) Nach Bemerkung 2.2.7 ist x(n) = c · (−(−q))n = c · qn mit beliebigem c ∈ R
die allgemeine Lösung der Gleichung x(n + 1)− q · x(n) = 0 auf N0.

2) Weiter gilt

x(0) = b ⇔ c · q0 = b ⇔ c = b .

Also ist die Funktion x : N0 → R mit x(n) := b · qn die eindeutige Lösung

dieses Anfangswertproblems.

II. Fall q = 0

Dann gilt {
x(n + 1)= 0, n ∈ N0 ,

x(0)= b .

Für alle q ∈ R gilt hierbei q0 := 1. Also ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) := b · qn auch in diesem Fall die eindeutige Lösung des Anfangswertpro-

blems.

Bemerkung: Für die geometrische Folge 〈bn〉n∈N0
gilt: bn = b · qn.

2.3 Lineare inhomogene Differenzengleichung

erster Ordnung

Satz 2.3.1

Gegeben seien die Funktionen p, f : N0 → R, wobei p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0.

Dann lässt sich die Lösungsmenge L der inhomogenen Differenzengleichung erster

Ordnung

x(n+ 1) + p(n) · x(n) = f(n) (2.3.1)
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auf N0 schreiben als: L = x∗(n) + L0, wobei L0 die Lösungsmenge der entspre-

chenden homogenen Differenzengleichung

x(n+ 1) + p(n) · x(n) = 0

und x∗(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung ist.

Beweis:

Wir haben bereits in Satz 2.2.3 gesehen, dass L0 nichtleer ist. Wir werden in

Bemerkung 2.3.4 zeigen, dass auch L 6= ∅, mit anderen Worten existiert eine

partikuläre Lösung x∗(n) von (2.3.1) und es gilt auf N0

x∗(n + 1) + p(n) · x∗(n) = f(n) .

1. Sei xL(n) ∈ L eine beliebige Lösung von (2.3.1). Dann gilt

xL(n+ 1) + p(n) · xL(n) = f(n)

auf N0 und somit

xL(n+ 1)− x∗(n + 1) + p(n) · (xL(n)− x∗(n)) = 0 .

D.h., x̃(n) = xL(n)− x∗(n) ist eine Lösung der homogenen Differenzenglei-

chung

x(n + 1) + p(n) · x(n) = 0 (2.3.2)

auf N0. Also gilt für jedes xL(n) ∈ L : xL(n) = x∗(n) + x̃(n) ∈ x∗(n) + L0

und L ⊆ x∗(n) + L0.

2. Sei x̃(n) ∈ L0 eine beliebige Lösung der homogenen Differenzengleichung.

Dann gilt auf N0:

x̃(n+ 1) + p(n) · x̃(n) = 0

Da x∗(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung

(2.3.1) ist, folgt:

x̃(n + 1) + x∗(n + 1) + p(n) · (x̃(n) + x∗(n)) = f(n) .

D.h., x(n) = x̃(n)+x∗(n) ist eine Lösung der inhomogenen Differenzenglei-

chung (2.3.1) auf N0. Also gilt für jedes x̃(n) ∈ L0 : x∗(n) + x̃(n) ∈ L und

x∗(n) + L0 ⊆ L.

Insgesamt haben wir L = x∗(n) + L0 gezeigt. �
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Folgerung 2.3.2

Wie wir schon wissen, ist

x1(n) := (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k)

immer eine Lösung der homogenen Differenzengleichung (2.3.2) aufN0. Lässt man

in c ·x1(n) die Zahl c die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle

Lösungen der Gleichung (2.3.2).

Also gilt für die Lösungsmenge L0:

L0 = {c · x1(n) : c ∈ R},

dabei heißt c · x1(n) allgemeine Lösung der homogenen Differenzengleichung. Ist

jetzt x∗(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung (2.3.1),

dann gilt nach Satz 2.3.1 für die Lösungsmenge L :

L = {c · x1(n) + x∗(n) : c ∈ R}.

Man sagt: Durch

x(n) = c · x1(n) + x∗(n)

ist die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differenzengleichung erster

Ordnung (2.3.1) gegeben.

Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differenzenglei-

chung erster Ordnung hat die Form

x(n) = x̃(n) + x∗(n),

wobei x̃(n) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-

renzengleichung erster Ordnung und x∗(n) eine partikuläre Lösung der inhomoge-

nen Differenzengleichung ist.
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Beispiel 2.3.3

Seien a, d ∈ R. Die unendliche Folge 〈an〉n∈N0
, die rekursiv durch

an := an−1 + d

für n > 1 mit dem Anfangsglied a0 := a definiert ist, heißt arithmetische Folge.

Wir können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:

{
x(n+ 1)− x(n) = d, n ∈ N0 ,

x(0)= a .
(2.3.3)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n + 1)− x(n) = 0 .

Hier gilt p = −1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c · (−(−1))n = c

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung

x(n + 1)− x(n) = 0 auf N0.

2) Wie ist nun x∗(n) zu wählen, falls d 6= 0?

Dazu betrachten wir den Ansatz x∗(n) := A · n mit A ∈ R. Dann gilt für

jedes n ∈ N0 :

x∗(n+ 1) = A · (n + 1)

und

x∗(n+ 1)− x∗(n) = d ⇔ A · (n+ 1)− A · n = d ⇔ A = d .

Dann ist x∗(n) = d ·n eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung.

Nach Satz 2.3.1 und Folgerung 2.3.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c + d · n

mit c ∈ R die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Gleichung auf N0.
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3) Weiter gilt

x(0) = a ⇔ c = a .

Also ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) := a+ d · n

die Lösung dieses Anfangswertproblems.

Bemerkung: Für die arithmetische Folge 〈an〉n∈N0
gilt: an = a+ d · n .

Bemerkung 2.3.4 (Variation der Konstanten)

Gegeben seien die Funktionen p, f : N0 → R, wobei p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 ist.

Nach Bemerkung 2.2.2 ist x1 : N0 → R mit

x1(n) := (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k)

eine Lösung der homogenen Differenzengleichung

x(n+ 1) + p(n) · x(n) = 0

auf N0. Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung

x(n+ 1) + p(n) · x(n) = f(n)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = c(n) · x1(n), (2.3.4)

wobei c : N0 → R eine unbekannte Funktion ist. Dann gilt:

x∗(n+ 1) = c(n+ 1) · x1(n+ 1).

In die Differenzengleichung (2.3.1) eingesetzt ergibt das auf N0:

c(n + 1) · x1(n+ 1) + p(n) · c(n) · x1(n) = f(n)

⇔ c(n+ 1) · x1(n+ 1)− c(n) · x1(n + 1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ c(n) · x1(n + 1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ p(n) · c(n) · x1(n) = f(n)

⇔ (c(n+ 1)− c(n)) · x1(n + 1) + c(n) · (x1(n + 1) + p(n) · x1(n))︸ ︷︷ ︸
=0

= f(n)

⇔ (c(n+ 1)− c(n)) · x1(n + 1) = f(n),

– 45 –



Kapitel 2 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Funktion x1 Lösung der homogenen Differen-

zengleichung ist. Da

x1(n+ 1) = (−1)n+1 ·
n∏

k=0

p(k) 6= 0

auf N0 ist, erhalten wir

c(n + 1)− c(n) =
f(n)

x1(n + 1)
.

Daraus folgt

c(n+ 1)− c(0) =

n∑

k=0

f(k)

x1(k + 1)

⇔ c(n + 1) =

n∑

k=0

f(k)

x1(k + 1)
+ c(0)

sowie

c(n) =

n−1∑

k=0

f(k)

x1(k + 1)
+ c(0) ,

wobei c(0) ∈ R beliebig gewählt werden kann.

Beispiel 2.3.5

x(n + 1)−
(
n+ 1

n+ 2

)2

· x(n) = 2

n+ 2
, n ∈ N0 . (2.3.5)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n + 1)−
(
n+ 1

n+ 2

)2

· x(n) = 0 . (2.3.5h)

Für alle n ∈ N0 gilt: p(n) = (−1) ·
(
n + 1

n + 2

)2

. Nach Bemerkung 2.2.2 ist

x1(n) = (−1)n ·
n−1∏

k=0

(−1) ·
(
k + 1

k + 2

)2

= (−1)n · (−1)n ·
(
1

2

)2

·
(
2

3

)2

· ... ·
(

n

n+ 1

)2

=
1

(n+ 1)2
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eine Lösung und nach Satz 2.2.3 ist

x̃(n) = c̃ · 1

(n+ 1)2

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.3.5h) auf N0.

2) Wir suchen nun x∗(n)mit demVerfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 2.3.4 erhalten wir auf N0

c(n)− c(0) =

n−1∑

k=0

f(k)

x1(k + 1)
=

n−1∑

k=0

2 · (k + 2)2

k + 2
= 2 ·

n−1∑

k=0

(k + 2)

= 2 ·
n−1∑

k=0

k + 4 ·
n−1∑

k=0

1 = 2 · (n− 1) · n
2

+ 4 · n

= n2 + 3n .

Also ist

c(n) = n2 + 3n + c(0) .

Wir nehmen (z.B.) c(0) = 2 und bekommen folgende partikuläre Lösung

x∗(n) = c(n) · x1(n) =
n2 + 3n+ 2

(n+ 1)2
=

(n + 1) · (n + 2)

(n+ 1)2

=
n + 2

n + 1

Die allgemeine Lösung der inhomogenenDifferenzengleichung (2.3.5) aufN0

ist somit

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c̃ · 1

(n+ 1)2
+
n + 2

n + 1
mit c̃ ∈ R.

Bemerkung 2.3.6 (Konstruktion der Lösung des Anfangswertproblems)

{
x(n + 1) + p(n) · x(n) = f(n), n ∈ N0 ,

x(n0) =µ0 .
(2.3.6)
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Beweis:

Nach Satz 2.1.2 existiert genau eine Lösung des Anfangswertproblems (2.3.6).

Diese kann wie folgt konstruiert werden: Nach Satz 2.2.3 ist

x̃(n) = c̃ · x1(n) mit beliebigem c̃ ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenenGleichung aufN0, wobei

x1(n) := (−1)n ·
n−1∏

k=0

p(k) 6= 0 für alle n ∈ N0.

Nach Bemerkung 2.3.4 betrachten wir die Funktion c : N0 → R mit

c(n) :=

n−1∑

k=0

f(k)

x1(k + 1)
−

n0−1∑

k=0

f(k)

x1(k + 1)
,

wobei wir hierbei

c(0) :=

n0−1∑

k=0

f(k)

x1(k + 1)
,

gewählt haben. Es ist also

c(n) =






n−1∑

k=n0

f(k)

x1(k + 1)
, falls n > n0 + 1,

0, falls n = n0,

−
n0−1∑

k=n

f(k)

x1(k + 1)
, falls 0 6 n 6 n0 − 1 .

Die Funktion x∗ : N0 → R mit

x∗(n) := c(n) · x1(n)

ist eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = (c̃+ c(n)) · x1(n)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Differenzengleichung

x(n+ 1) + p(n) · x(n) = f(n) auf N0.
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Mit dem Anfangswert µ0 ∈ R können wir nun die Konstante c̃ bereits ein-

deutig bestimmen:

x(n0) = µ0 ⇔ (c̃+ c(n0)︸ ︷︷ ︸
=0

) · x1(n0) = µ0 ⇐⇒
x1(n0)6=0

c̃ =
µ0

x1(n0)
.

Also ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) :=

(
µ0

x1(n0)
+ c(n)

)
· x1(n)

die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems (2.3.6). �

Satz 2.3.7 (Superpositionsprinzip)

Gegeben seien die Funktionen p, f1, f2 : N0 → R, wobei p(n) 6= 0 für alle n ∈ N0

ist. Seien weiter x∗1(n) eine partikuläre Lösung von

x(n + 1) + p(n) · x(n) = f1(n) (2.3.7a)

und x∗2(n) eine partikuläre Lösung von

x(n + 1) + p(n) · x(n) = f2(n) . (2.3.7b)

Dann ist

x∗(n) := x∗1(n) + x∗2(n)

eine partikuläre Lösung von

x(n+ 1) + p(n) · x(n) = f1(n) + f2(n) . (2.3.8)

Beweis:

Einsetzen von x∗(n) in (2.3.8) liefert die Behauptung, weil x∗1(n) und x
∗
2(n) par-

tikuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind.

In der Tat gilt für jedes n ∈ N0:

x∗(n+ 1) + p(n) · x∗(n) = (x∗1(n+ 1) + x∗2(n+ 1))

+ p(n) · (x∗1(n) + x∗2(n))

= (x∗1(n+ 1) + p(n) · x∗1(n))
+ (x∗2(n+ 1) + p(n) · x∗2(n))

(2.3.7a)
=

(2.3.7b)
f1(n) + f2(n) . �
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2.4 Lineare inhomogene Differenzengleichung

erster Ordnung mit konstantem Koeffizien-

ten

Bemerkung 2.4.1

Gegeben seien eine Funktion f : N0 → R und eine reelle Zahl p ∈ R\{0}. Gesucht
ist eine Funktion x : N0 → R, sodass für alle n ∈ N0 gilt:

x(n + 1) + p · x(n) = f(n) . (2.4.1)

Nach Folgerung 2.3.2 und Bemerkung 2.2.7 hat die allgemeine Lösung der linearen

inhomogenen Differenzengleichung (2.4.1) die Form

x(n) = x̃(n) + x∗(n),

wobei

x̃(n) = c · (−p)n mit c ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Differenzenglei-

chung

x(n+ 1) + p · x(n) = 0

und x∗(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differenzengleichung ist. In

Bemerkung 2.3.4 haben wir x∗(n)mit dem Verfahren der Variation der Konstanten

gesucht. Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungen x∗(n) von (2.4.1) für

einige Sonderfälle der rechten Seite f : N0 → R.

i) f(n) := γn · Pm(n), wobei γ ∈ R\{0} und Pm(n) ein Polynom vom Grad

m ∈ N0 ist.

a) γ 6= −p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = γn ·Qm(n),

wobeiQm(n) ein Polynom vom Gradmmit unbekannten Koeffizienten ist.

Beispiel 2.4.2: x(n + 1) + 3x(n) = n2 − 4n,

Beispiel 2.4.3: x(n + 1)− 2x(n) = 4n · (n + 1).
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b) γ = −p. Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = n · γn ·Qm(n),

wobeiQm(n) ein Polynom vom Gradmmit unbekannten Koeffizienten ist.

Beispiel 2.4.4: x(n + 1)− 5x(n) = 5n · (n− 1).

ii) f(n) := γn · (Pm(n) · cos(nψ) + Ql(n) · sin(nψ)), wobei γ ∈ R\{0}
und ψ ∈ R\{πk} mit k ∈ Z. Dabei sind Pm(n), Ql(n) Polynome vom Grad

m, l ∈ N0 oder genau ein Polynom ist das Nullpolynom.

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = γn · (SN(n) · cos(nψ) + TN (n) · sin(nψ)),

wobei SN (n), TN(n) Polynome vom Grad nicht mehr als N := max{l, m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

Beispiel 2.4.5: x(n + 1) + 2x(n) = cos
(π
2
· n
)
,

Beispiel 2.4.6: x(n + 1)− 4x(n) = 2n · sin
(π
2
· n
)
.

Beispiel 2.4.2

x(n+ 1) + 3x(n) = n2 − 4n, n ∈ N0 . (2.4.2)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n + 1) + 3x(n) = 0 . (2.4.2h)

Hier gilt p = 3 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c · (−3)n

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.2h) auf N0.

2) Wir haben γ = 1 6= −3 = −p, sowie P2(n) = n2 − 4n und suchen nach

Bemerkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

x∗(n) = A · n2 +B · n +D mit A,B,D ∈ R.
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Wir haben

x∗(n+ 1) = A · (n + 1)2 +B · (n+ 1) +D

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.2) ergibt:

A · (n2 + 2n+ 1) +B · (n + 1) +D + 3 · (A · n2 +B · n+D) = n2 − 4n

⇔ 4A · n2 + (2A+ b+ 3B) · n+ (A+B +D + 3D) = n2 − 4n

⇔ 4A · n2 + (2A+ 4B) · n+ (A+B + 4D) = n2 − 4n.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:






4A = 1

2A+ 4B = −4

A+B + 4D = 0

⇔






A =
1

4

B = −9

8

D =
7

32

Dann ist

x∗(n) =
n2

4
− 9

8
· n+

7

32
eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.2). Nach Satz 2.3.1

und Folgerung 2.3.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c · (−3)n +

(
n2

4
− 9

8
· n+

7

32

)

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

(2.4.2) auf N0.

Beispiel 2.4.3

x(n + 1)− 2x(n) = 4n · (n + 1), n ∈ N0 . (2.4.3)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n+ 1)− 2x(n) = 0 . (2.4.3h)

Hier gilt p = −2 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c · 2n

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.3h) auf N0.
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2) Wir haben γ = 4 6= 2 = −p, sowie P1(n) = n + 1 und suchen nach Be-

merkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

x∗(n) = 4n · (A · n+B) mit A,B ∈ R.

Wir haben

x∗(n+ 1) = 4n+1 · (A · (n+ 1) +B)

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.3) ergibt:

4n+1 · (A · (n + 1) +B)− 2 · 4n · (A · n+B) = 4n · (n+ 1)

⇐⇒
4n 6=0

4 · (A · (n+ 1) +B)− 2 · (A · n+B) = n + 1

⇐⇒ 2A · n+ (4A+ 2B) = n + 1.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




2A = 1

4A+ 2B = 1
⇔





A =
1

2

B = −1

2

Dann ist

x∗(n) = 4n ·
(
n

2
− 1

2

)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.3). Nach Satz 2.3.1

und Folgerung 2.3.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c · 2n + 4n ·
(
n

2
− 1

2

)

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

(2.4.3) auf N0.
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Beispiel 2.4.4

x(n + 1)− 5x(n) = 5n · (n− 1), n ∈ N0 . (2.4.4)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n+ 1)− 5x(n) = 0 . (2.4.4h)

Hier gilt p = −5 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c · 5n

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.4h) auf N0.

2) Wir haben γ = 5 = −p, sowie P1(n) = n− 1 und suchen nach Bemerkung

2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = n · 5n · (A · n+B) = 5n · (A · n2 +B · n) mit A,B ∈ R.

Wir haben

x∗(n+ 1) = 5n+1 · (A · (n+ 1)2 +B · (n+ 1))

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.4) ergibt:

5n+1 · (A · (n2 + 2n+ 1) +B · (n + 1))

−5 · 5n · (A · n2 +B · n) = 5n · (n− 1)

⇐⇒
5n 6=0

5 · (A · (n2 + 2n+ 1) +B · (n + 1))

−5 · (A · n2 +B · n) = n− 1

⇐⇒ 5 · (2A+B −B) · n + 5 · (A+B) = n− 1

⇐⇒ 10A · n + 5 · (A+B) = n− 1 .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




10A = 1

5A+ 5B = −1
⇔





A =
1

10

B = − 3

10
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Dann ist

x∗(n) = 5n ·
(
n2

10
− 3

10
· n
)

=
5n−1

2
·
(
n2 − 3 · n

)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.4). Nach Satz 2.3.1

und Folgerung 2.3.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c · 5n + 5n−1

2
·
(
n2 − 3 · n

)

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

(2.4.4) auf N0.

Beispiel 2.4.5

x(n + 1) + 2x(n) = cos
(π
2
· n
)
, n ∈ N0 . (2.4.5)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n + 1) + 2x(n) = 0 . (2.4.5h)

Hier gilt p = 2 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c · (−2)n

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.5h) auf N0.

2) Wir haben γ = 1, ψ =
π

2
, P0(n) = 1 und Q(n) ≡ 0 (Nullpolynom) und su-

chen nach Bemerkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Glei-

chung in der Form

x∗(n) = A · cos
(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
)

mit A,B ∈ R.

Wir haben

x∗(n+ 1) = A · cos
(π
2
· (n+ 1)

)
+B · sin

(π
2
· (n + 1)

)

= A ·
(
cos
(π
2
· n
)
· cos

(π
2

)
− sin

(π
2
· n
)
· sin

(π
2

))

+B ·
(
sin
(π
2
· n
)
· cos

(π
2

)
+ cos

(π
2
· n
)
· sin

(π
2

))

= A ·
(
− sin

(π
2
· n
))

+B · cos
(π
2
· n
)

– 55 –



Kapitel 2 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.5) ergibt:

A ·
(
− sin

(π
2
· n
))

+B · cos
(π
2
· n
)

+ 2 ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= cos
(π
2
· n
)

⇔ (2A+B) · cos
(π
2
· n
)
+ (−A + 2B) · sin

(π
2
· n
)
= cos

(π
2
· n
)
.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




2A+B = 1

−A + 2B = 0
⇔





A =
2

5

B =
1

5

Dann ist

x∗(n) =
1

5
·
(
2 · cos

(π
2
· n
)
+ sin

(π
2
· n
))

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.5). Nach Satz 2.3.1

und Folgerung 2.3.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c · (−2)n +
1

5
·
(
2 · cos

(π
2
· n
)
+ sin

(π
2
· n
))

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

(2.4.5) auf N0.

Beispiel 2.4.6

x(n + 1)− 4x(n) = 2n · sin
(π
2
· n
)
, n ∈ N0 . (2.4.6)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n+ 1)− 4x(n) = 0 . (2.4.6h)

Hier gilt p = −4 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c · 4n

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.6h) auf N0.
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2) Wir haben γ = 2, ψ =
π

2
, P (n) ≡ 0 (Nullpolynom) und Q0(n) = 1 und su-

chen nach Bemerkung 2.4.1 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Glei-

chung in der Form

x∗(n) = 2n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+ B · sin

(π
2
· n
))

mit A,B ∈ R.

Wir haben

x∗(n+ 1) = 2n+1 ·
(
A · cos

(π
2
· (n+ 1)

)
+B · sin

(π
2
· (n + 1)

))

= 2n+1 ·
(
A ·
(
− sin

(π
2
· n
))

+B · cos
(π
2
· n
))

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.6) ergibt:

2n+1 ·
(
A ·
(
− sin

(π
2
· n
))

+B · cos
(π
2
· n
))

−4 · 2n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= 2n · sin
(π
2
· n
)

⇐⇒
2n 6=0

(2B − 4A) · cos
(π
2
· n
)
+ (−2A− 4B) · sin

(π
2
· n
)
= sin

(π
2
· n
)
.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




−4A+ 2B = 0

−2A− 4B = 1
⇔





A = − 1

10

B = − 2

10

Dann ist

x∗(n) = −2n

10
·
(
cos
(π
2
· n
)
+ 2 · sin

(π
2
· n
))

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.6). Nach Satz 2.3.1

und Folgerung 2.3.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c · 4n − 2n

10
·
(
cos
(π
2
· n
)
+ 2 · sin

(π
2
· n
))

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

(2.4.6) auf N0.
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Beispiel 2.4.7 (Anfangswertproblem)




x(n + 1)− 1

2
· x(n) =

(
1

2

)n

+
1

2 · (2n + 1) · (2n+1 + 1)
, n ∈ N0 ,

x(0)= 2 .

(2.4.7)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n+ 1)− 1

2
· x(n) = 0 . (2.4.7h)

Hier gilt p = −1

2
und nach Bemerkung 2.2.7 haben wir

x1(n) =

(
1

2

)n

.

Ferner ist

x̃(n) = c̃ ·
(
1

2

)n

mit beliebigem c̃ ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.7h) auf N0.

2) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

x(n+ 1)− 1

2
· x(n) =

(
1

2

)n

(2.4.7a)

nach Bemerkung 2.4.1 in der Form

x∗1(n) = n ·
(
1

2

)n

· A mit A ∈ R.

Wir haben

x∗1(n + 1) = (n+ 1) ·
(
1

2

)n+1

· A

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung (2.4.7a) ergibt:

(n+ 1) ·
(
1

2

)n+1

· A− 1

2
· n ·

(
1

2

)n

· A =

(
1

2

)n

⇐⇒
( 1

2)
n 6=0

(n + 1) · 1
2
· A− 1

2
· n · A = 1

⇐⇒ 1

2
· A = 1

⇐⇒ A = 2 .
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Dann ist

x∗1(n) = n ·
(
1

2

)n

· 2 = n ·
(
1

2

)n−1

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.7a) auf N0.

3) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

x(n + 1)− 1

2
· x(n) = 1

2 · (2n + 1) · (2n+1 + 1)
(2.4.7b)

nach dem Verfahren der Variation der Konstanten in der Form

x∗2(n) = c(n) · x1(n),

wobei c : N0 → R eine noch unbekannte Funktion ist.

Nach Bemerkung 2.3.4 gilt für jedes n ∈ N0 :

c(n)− c(0) =
n−1∑

k=0

1

2 · (2k + 1) · (2k+1 + 1)
· 2k+1

=
n−1∑

k=0

2k

(2k + 1) · (2k+1 + 1)
=

n−1∑

k=0

2k

(2k + 1) · (2 · 2k + 1)

=

n−1∑

k=0

(
1

(2k + 1)
− 1

2 · 2k + 1

)
=

n−1∑

k=0

(
1

(2k + 1)
− 1

2k+1 + 1

)

=
1

2
− 1

2n + 1
.

Also ist

c(n) =
1

2
− 1

2n + 1
+ c(0) .

Wir wählen (z.B.) c(0) = 0. Dann haben wir für jedes n ∈ N0 die Gestalt:

c(n) =
1

2
− 1

2n + 1
=

2n

(2n + 1)
.

Folgt:

x∗2(n) =
2n

2n + 1
·
(
1

2

)n

=
1

2n + 1

ist eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (2.4.7b) auf N0.
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4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 2.3.7) ist

x∗(n) = x∗1(n) + x∗2(n)

eine partikuläre und

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c̃ ·
(
1

2

)n

+ n ·
(
1

2

)n−1

+
1

2n + 1

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

x(n+ 1)− 1

2
· x(n) =

(
1

2

)n

+
1

2 · (2n + 1) · (2n+1 + 1)

auf N0.

5) Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = 2 bekommen wir

x(0) = 2 ⇔ c̃ · 1 + 0 +
1

2
= 2 ⇔ c̃ =

3

2
.

Dann ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) =
3

2
·
(
1

2

)n

+ n ·
(
1

2

)n−1

+
1

2n + 1

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.7).

Beispiel 2.4.8

Im Beispiel 2.2.8 haben wir die geometrische Folge 〈bn〉n∈N0
, die rekursiv durch

bn := bn−1 · q für n > 1 mit dem Anfangsglied b0 := b definiert ist, untersucht

und gezeigt, dass bn = b · qn für alle n ∈ N0 gilt (für alle q ∈ R ist hierbei

q0 := 1). Die summierten Glieder dieser Folge bilden eine neue Folge 〈σn〉n∈N0
,

die rekursiv durch σn := σn−1 + bn für n > 1 mit dem Anfangsglied σ0 := b0

definiert ist. Wir können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:

{
x(n + 1)− x(n) = b · qn+1, n ∈ N0 ,

x(0)= b .
(2.4.8)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n + 1)− x(n) = 0 . (2.4.8h)
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Hier gilt p = −1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.8h) auf N0.

2) Wir suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

x(n+ 1)− x(n) = b · qn+1 .

I. Fall: q 6= 1, q 6= 0, b 6= 0

Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir x∗(n) in der Form

x∗(n) = A · b · qn+1 mit A ∈ R.

Wir haben

x∗(n+ 1) = A · b · qn+2.

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

A · b · qn+2 −A · b · qn+1 = b · qn+1

⇐⇒
b6=0,q 6=0

A · (q − 1) = 1 ⇐⇒
q 6=1

A =
1

q − 1

Dann ist

x∗(n) =
b · qn+1

q − 1

eine partikuläre und

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c+
b · qn+1

q − 1

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung.

Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = b bekommen wir

x(0) = b ⇔ c+
b · q
q − 1

= b ⇔ c = − b

q − 1
.

Dann ist

x(n) = − b

q − 1
+
b · qn+1

q − 1
= b · q

n+1 − 1

q − 1

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall.
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II. Fall: q = 1, b 6= 0

Die inhomogene Gleichung lautet

x(n + 1)− x(n) = b .

Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir x∗(n) in der Form

x∗(n) = A · n mit A ∈ R.

Wir haben

x∗(n+ 1) = A · (n + 1).

und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

A · (n + 1)−A · n = b ⇔ A = b .

Dann ist x∗(n) = b · n eine partikuläre und

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c+ b · n

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung. Mit Hilfe des Anfangswer-

tes x(0) = b bekommen wir

x(0) = b ⇔ c = b .

Dann ist

x(n) = b+ b · n = b · (n+ 1)

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall.

III. Fall: q = 0 oder b = 0

Wir bekommen das Anfangswertproblem
{
x(n+ 1)− x(n) = 0, n ∈ N0 ,

x(0)= b .

Nach 1) ist x(n) = cmit c ∈ R die allgemeine Lösung der Differenzengleichung.

Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = b bekommen wir

x(0) = b ⇔ c = b .

Dann ist

x(n) = b

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.8) in diesem Fall.
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Bemerkung: Insgesamt gilt für die summierten Glieder einer geometrischen Fol-

ge (n ∈ N0):

σn =





b · q
n+1 − 1

q − 1
, falls q 6= 1 ,

b · (n+ 1), falls q = 1 .

Beispiel 2.4.9

Im Beispiel 2.3.3 haben wir die arithmetische Folge 〈an〉n∈N0
, die rekursiv durch

an := an−1+ d für n > 1mit dem Anfangsglied a0 := a definiert ist, untersucht

und gezeigt, dass an = a + d · n für alle n ∈ N0 gilt. Die summierten Glieder

dieser Folge bilden eine neue Folge 〈sn〉n∈N0
, die rekursiv durch sn := sn−1+an

für n > 1 mit dem Anfangsglied s0 := a0 definiert ist. Wir können diese als

folgendes Anfangswertproblem auffassen:

{
x(n+ 1)− x(n) = a + d · (n + 1), n ∈ N0 ,

x(0)= a .
(2.4.9)

1) Die entsprechende homogene Differenzengleichung lautet

x(n + 1)− x(n) = 0 . (2.4.9h)

Hier gilt p = −1 und nach Bemerkung 2.2.7 ist

x̃(n) = c

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen

Differenzengleichung (2.4.9h) auf N0.

2) Nach Bemerkung 2.4.1 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung

x(n+ 1)− x(n) = a+ d · (n+ 1)

in der Form

x∗(n) = n · (A · n+B) = A · n2 +B · n mit A,B ∈ R.

Wir haben

x∗(n+ 1) = A · (n+ 1)2 +B · (n+ 1)
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und ein Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

(A · (n+ 1)2 +B · (n+ 1))− (A · n2 +B · n) = a+ d · (n+ 1)

⇔ 2A · n+ (A +B) = a+ d · (n+ 1) .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




2A = d

A+B = a+ d
⇔





A =
d

2

B = a +
d

2

Dann ist

x∗(n) =
d

2
· n2 +

(
a+

d

2

)
· n

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung. Nach Satz 2.3.1 und

Folgerung 2.3.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c+
d

2
· n2 +

(
a+

d

2

)
· n

mit beliebigem c ∈ R die allgemeine Lösung dieser inhomogenen Gleichung

auf N0.

3) Mit Hilfe des Anfangswertes x(0) = a bekommen wir

x(0) = a ⇔ c = a.

Dann ist

x(n) = a+
d

2
· n2 +

(
a+

d

2

)
· n = a · (n+ 1) +

d · n · (n+ 1)

2

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (2.4.9).

Bemerkung: Für die summierten Glieder einer arithmetischen Folge gilt:

sn = a · (n+ 1) +
d · n · (n+ 1)

2
, n ∈ N0.

– 64 –



3 LineareDifferentialgleichungen

zweiter Ordnung

Generalvoraussetzung: Im Folgenden bezeichnet I ⊆ R ein beliebiges Inter-

vall, d.h., I ist eine nichtleere zusammenhängende Teilmenge von R, die

ein nichtleeres Inneres hat. Gehört ein Randpunkt zum Intervall, so be-

trachten wir für die Differenzierbarkeit in diesem Randpunkt einen ein-

seitigen Grenzwert.

3.1 Anfangswertproblem für lineare Differenti-

algleichungen zweiter Ordnung

Definition 3.1.1

Gegeben seien die Funktionen p, q, f : I → R, die auf einem Intervall I definiert

und stetig sind. Gesucht ist eine zwei mal differenzierbare Funktion y : I → R,

sodass für alle x ∈ I gilt:

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = f(x). (3.1.1)

Gleichung (3.1.1) heißt lineare (gewöhnliche)Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Die Funktion y : I → R heißt Lösung der Gleichung (3.1.1) auf dem Intervall I .

Satz und Definition 3.1.2

Seien die Funktionen p, q, f : I → R auf einem Intervall I definiert und stetig,

sowie x0 ∈ I . Dann existiert für beliebige y0, y
′
0 ∈ R auf I genau eine Lösung des
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y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x)= f(x) ,

y(x0) = y0 ,

y′(x0) = y′0 .

Für einen Beweis verweisen wir auf Heuser [1, Satz 21.4].

Bemerkung und Definition 3.1.3

Ist f(x) = 0 für alle x ∈ I , so heißt Gleichung (3.1.1) lineare homogene Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung, andernfalls heißt diese lineare inhomogene

Differentialgleichung zweiter Ordnung.

3.2 Lineare homogene Differentialgleichung

zweiter Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = 0 (3.2.1)

(dabei sind die Funktionen p, q : I → R auf I definiert und stetig).

Satz 3.2.1

Seien y1, y2 : I → R zwei Lösungen von (3.2.1), dann ist y(x) := c1 · y1(x) +
c2 · y2(x) ebenfalls eine Lösung von (3.2.1) auf I , wobei c1, c2 ∈ R zwei beliebige

Konstanten sind.

Beweis:

Da y1 und y2 zwei Lösungen von (3.2.1) sind, gilt für alle x ∈ I :

y′′1(x) + p(x) · y′1(x) + q(x) · y1(x) = 0 (3.2.2a)

und

y′′2(x) + p(x) · y′2(x) + q(x) · y2(x) = 0 . (3.2.2b)
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Dann folgt für y(x) := c1·y1(x)+c2·y2(x), mit beliebigen Konstanten c1, c2 ∈ R:

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x)
= [c1 · y1(x) + c2 · y2(x)]′′

+ p(x) · [c1 · y1(x) + c2 · y2(x)]′

+ q(x) · [c1 · y1(x) + c2 · y2(x)]
= c1 · [y′′1(x) + p(x) · y′1(x) + q(x) · y1(x)]

+ c2 · [y′′2(x) + p(x) · y′2(x) + q(x) · y2(x)]
(3.2.2a)
=

(3.2.2b)
0 für alle x ∈ I .

Nach Definition 3.1.1 ist also

y(x) = c1 · y1(x) + c2 · y2(x)

eine Lösung von (3.2.1) auf I , wobei c1, c2 ∈ R beliebige Konstanten sind.
�

Definition 3.2.2 (Komplexwertige Funktion der reellen Variablen)

Eine Abbildung g : I → C heißt komplexwertige Funktion der reellen Variablen.

Bemerkung und Definition 3.2.3

i) Jede komplexwertige Funktion g : I → C der reellen Variablen lässt sich in der

Form g = u+i ·v schreiben, wobei u, v : I → R zwei reellwertige Funktionen

sind.

ii) Seien die Funktionen u, v : I → R auf einem Intervall I definiert und ste-

tig und an der Stelle x0 ∈ I differenzierbar. Dann heißt die komplexwertige

Funktion g := u+ i · v an der Stelle x0 differenzierbar und wir setzten

g′(x0) := u′(x0) + i · v′(x0).

iii) Seien die Funktionen u, v : I → R auf einem Intervall I definiert und stetig,

so besitzen sie dort ihre Stammfunktionen U bzw. V . Dann ist die Funktion

G : I → C mit G(x) := U(x) + i · V (x) eine Stammfunktion der Funktion

g = u+ i · v auf I .
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In der Tat gilt nach ii) für alle x ∈ I :

(G(x))′ = (U(x) + i · V (x))′ = U ′(x) + i · V ′(x) = u(x) + i · v(x).

Ferner setzen wir

∫
g(x) dx :=

∫
u(x) dx+ i ·

∫
v(x) dx

auf I und
∫ d

c

g(x) dx :=

∫ d

c

u(x) dx+ i ·
∫ d

c

v(x) dx,

wobei [c; d] ⊂ I ein beliebiges beschränktes abgeschlossenes Intervall ist.

iv) Gegeben seien die Funktionen p, q, f : I → R, die auf einem Intervall I

definiert und stetig sind. Gesucht ist eine zwei mal differenzierbare Funktion

y : I → C, sodass für alle x ∈ I gilt:

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = f(x).

Die Funktion y : I → C heißt (komplexwertige) Lösung dieser Gleichung.

Beispiel 3.2.4

Seien α, β ∈ R und λ := (α + i · β) ∈ C. Dann ist die Funktion g : R→ C mit

g(x) := eλx auf R wohldefiniert und es gilt für alle x ∈ R :

eλx = e(α+i·β)x = eαx+i·βx = eαx · ei·βx (∗)
= eαx · (cos(βx) + i · sin(βx))

= eαx · cos(βx) + i · eαx · sin(βx),

wobei wir in (∗) die Euler’sche Formel3 benutzt haben:

Euler’sche Formel

ei·ξ = cos(ξ) + i · sin(ξ) für alle ξ ∈ R.

3Leonhard Euler, 1707-1783
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i) Nach Definition 3.2.3 ist die komplexwertige Funktion g aufR differenzier-

bar und für jedes x ∈ R gilt:

(
eλx
)′
= (eαx · cos(βx) + i · eαx · sin(βx))′

= (eαx · cos(βx))′ + i · (eαx · sin(βx))′

= eαx · α · cos(βx) + eαx · (−β) · sin(βx)
+ i · (eαx · α · sin(βx) + eαx · β · cos(βx))

i2=−1
= α · eαx · (cos(βx) + i · sin(βx))

+ i · β · eαx · (cos(βx) + i · sin(βx))
= α · eλx + i · β · eλx = λ · eλx .

Also gilt für jedes x ∈ R :

(
eλx
)′
= λ · eλx, wobei λ ∈ C ist. (3.2.3)

ii) Gilt außerdem α2 + β2 6= 0, d.h., λ = (α + i · β) ∈ C\{0}, so besitzt die

komplexwertige Funktion g eine Stammfunktion auf R. Nach Definition

3.2.3 erhalten wir mit beliebigen C1, C2 ∈ R:
∫

eλx dx =

∫
eαx · cos(βx) dx+ i ·

∫
eαx · sin(βx) dx

(∗∗)
=

[
eαx

α2 + β2
· (α · cos(βx) + β · sin(βx)) + C1

]

+ i ·
[

eαx

α2 + β2
· (α · sin(βx)− β · cos(βx)) + C2

]

i2=−1
=

α · eαx
α2 + β2

· (cos(βx) + i · sin(βx))

− i · β · eαx
α2 + β2

· (cos(βx) + i · sin(βx)) + (C1 + i · C2)︸ ︷︷ ︸
=:C

=
eαx · (cos(βx) + i · sin(βx)) · (α− i · β)

α2 + β2
+ C

=
eλx · (α− i · β)

(α + i · β) · (α− i · β) + C =
eλx

λ
+ C mit C ∈ C.
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D.h., auf R gilt

∫
eλx dx =

1

λ
· eλx + C mit λ ∈ C\{0} und C ∈ C. (3.2.4)

Übung

Weisen Sie die Umformung (∗∗) in der obigen Rechnung nach.

Satz 3.2.5

Ist y(x) := u(x) + i · v(x) mit den reellen Funktionen u, v : I → R eine kom-

plexwertige Lösung von (3.2.1), dann lösen diese beiden Funktionen ebenfalls diese

Differentialgleichung.

Beweis:

Da die Funktion y = u + i · v eine komplexwertige Lösung von (3.2.1) ist, gilt

für alle x ∈ I (nach Definition 3.1.1):

0 = y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x)
= [u(x) + i · v(x)]′′

+ p(x) · [u(x) + i · v(x)]′

+ q(x) · [u(x) + i · v(x)]
= [u′′(x) + p(x) · u′(x) + q(x) · u(x)]

+ i · [v′′(x) + p(x) · v′(x) + q(x) · v(x)] .

Für jedes x ∈ I liefert der Vergleich zweier komplexen Zahlen

{
u′′(x) + p(x) · u′(x) + q(x) · u(x) = 0 ,

v′′(x) + p(x) · v′(x) + q(x) · v(x) = 0 .

Nach Definition 3.1.1 sind also die Funktionen u, v Lösungen der homogenen

Gleichung (3.2.1) auf I .

�
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Beispiel 3.2.6

Die komplexwertige Funktion y : R → C mit y(x) := ei·2x ist eine Lösung der

Gleichung

y′′(x) + 4 · y(x) = 0

auf R. In der Tat gilt nach Beispiel 3.2.4 ii) für jedes x ∈ R :

y′(x) = 2i · ei·2x, y′′(x) = −4 · ei·2x und

y′′(x) + 4 · y(x) = −4 · ei·2x + 4 · ei·2x = 0 .

Nach der Euler’schen Formel gilt für jedes x ∈ R:

y(x) = ei·2x = cos(2x) + i · sin(2x) .

Für jedes x ∈ R seien u(x) := cos(2x) und v(x) := sin(2x). Dann gilt auf R:

u′(x) = −2 sin(2x) , v′(x) = 2 cos(2x) ,

u′′(x) = −4 cos(2x) , v′′(x) = −4 sin(2x) ,

u′′(x) + 4u(x) = 0 , v′′(x) + 4v(x) = 0 .

D.h., die Funktionen u, v sind reellwertige Lösungen von y′′(x) + 4 · y(x) = 0

auf R.

Definition 3.2.7

Seien die Funktionen y1, y2 : I → R auf einem Intervall I definiert und differen-

zierbar. Dann heißt die Determinante

W (x) := det

(
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

)
=:

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣

Wronski-Determinante4 dieser Funktionen.

Definition 3.2.8

Seien y1 und y2 zwei verschiedene Lösungen von (3.2.1). Dann heißt {y1, y2} ein

Fundamentalsystem von (3.2.1) auf I , falls für die Wronski-Determinante dieser

Funktionen stets W (x) 6= 0 für alle x ∈ I erfüllt ist.

4Josef Maria Hoëné-Wronski, 1776-1853
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Beispiel 3.2.9

y′′(x)− y(x) = 0, x ∈ R .

1) y1(x) := ex und y2(x) := e−x sind Lösungen dieser Gleichung auf R. In der

Tat gilt für jedes x ∈ R:

y′1(x) = ex , y′2(x) = −e−x ,

y′′1(x) = ex , y′′2(x) = e−x ,

y′′1(x)− y1(x) = ex − ex = 0 , y′′2(x)− y2(x) = e−x − e−x = 0 .

2) Nach Definition 3.2.7 gilt für alle x ∈ R:

W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ex e−x

ex −e−x

∣∣∣∣∣ = −2 6= 0.

Nach Definition 3.2.8 ist {ex, e−x} ein Fundamentalsystem von y′′(x)−y(x) = 0

auf R.

Satz 3.2.10

Seien y1 und y2 zwei verschiedene Lösungen von (3.2.1). Existiert ein x0 ∈ I mit

W (x0) 6= 0, so gilt W (x) 6= 0 für alle x ∈ I .

Beweis:

Da die Funktionen y1, y2 : I → R zwei verschiedene Lösungen der Gleichung

(3.2.1) sind, gilt für jedes x ∈ I und jedes k ∈ {1, 2}:

y′′k(x) + p(x) · y′k(x) + q(x) · yk(x) = 0

⇔ y′′k(x) = −p(x) · y′k(x)− q(x) · yk(x) .

Wir untersuchen die FunktionW : I → R , wobei

W (x) :=

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ = y1(x) · y′2(x)− y′1(x) · y2(x)

Wronski-Determinante der Funktionen y1, y2 auf I ist.
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Die FunktionW ist auf I differenzierbar und für jedes x ∈ I gilt:

W ′(x) = [y1(x) · y′2(x)− y′1(x) · y2(x)]′

= y′1(x) · y′2(x) + y1(x) · y′′2(x)− y′′1(x) · y2(x)− y′1(x) · y′2(x)
= y1(x) · y′′2(x)− y′′1(x) · y2(x)
s.o.
= y1(x) · [−p(x) · y′2(x)− q(x) · y2(x)]

− [−p(x) · y′1(x)− q(x) · y1(x)] · y2(x)
= −p(x) · y1(x) · y′2(x) + p(x) · y′1(x) · y2(x)
= −p(x) · [y1(x) · y′2(x)− y′1(x) · y2(x)]
= −p(x) ·W (x).

Das Anfangswertproblem

{
W ′(x) =−p(x) ·W (x) ,

W (x0)=W0 (mitW0 ∈ R) .

ist auf I eindeutig lösbar (vgl. Folgerung 1.2.5) und es gilt für jedes x ∈ I :

W (x) = W (x0) · e
−

x∫

x0

p(t) dt

.

Somit folgt: IstW (x0) 6= 0, dann giltW (x) 6= 0 für alle x ∈ I .
�

Satz und Definition 3.2.11

Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung.

Sei {y1, y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) auf I , dann lässt sich jede Lösung

y : I → R von (3.2.1) in der Form

y(x) = c1 · y1(x) + c2 · y2(x)

darstellen, wobei die Koeffizienten c1, c2 ∈ R eindeutig bestimmt sind.

Lässt man in c1 · y1(x) + c2 · y2(x) die Koeffizienten c1, c2 unabhängig von

einander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen

der Gleichung (3.2.1).
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Man sagt: Durch

y(x) = c1 · y1(x) + c2 · y2(x)

ist die allgemeine Lösung der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ord-

nung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = 0

auf I gegeben.

Beweis:

Da {y1, y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) ist, ist nach Definition 3.2.8 und

Satz 3.2.1 jede Funktion y : I → R mit

y(x) := c1 · y1(x) + c2 · y2(x)

immer eine Lösung von (3.2.1) für beliebige c1, c2 ∈ R.
Sei ỹ : I → R eine beliebige Lösung von (3.2.1). Wir zeigen: Es existieren

c1, c2 ∈ R, sodass auf I gilt:

ỹ(x) = c1 · y1(x) + c2 · y2(x) .

Dazu nehmen wir ein beliebiges x0 ∈ I und bestimmen ỹ(x0) und ỹ
′(x0). Wir

suchen also c1, c2 ∈ R mit:
{
c1 · y1(x0) + c2 · y2(x0)= ỹ(x0) ,

c1 · y′1(x0) + c2 · y′2(x0)= ỹ′(x0) .
(∗)

Weiter gilt

△:=

∣∣∣∣∣
y1(x0) y2(x0)

y′1(x0) y′2(x0)

∣∣∣∣∣ = W (x0) 6= 0,

da {y1, y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) ist. Dann ist das LGS (∗) eindeutig
für c1, c2 lösbar. Sei {c̃1, c̃2} diese eindeutige Lösung des LGS (∗). Wir untersu-

chen die Funktion y : I → R mit

y(x) := c̃1 · y1(x) + c̃2 · y2(x).

Nach Satz 3.2.1 ist y eine Lösung von (3.2.1) auf I und

y(x0) = c̃1 · y1(x0) + c̃2 · y2(x0) = ỹ(x0),
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sowie

y′(x0) = c̃1 · y′1(x0) + c̃2 · y′2(x0) = ỹ′(x0).

Wegen der Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems (Satz 3.1.2) gilt

für alle x ∈ I :

y(x) = ỹ(x)

und

ỹ(x) = c̃1 · y1(x) + c̃2 · y2(x)

Dann ist jede Lösung von (3.2.1) in der Form c1 · y1(x)+ c2 · y2(x)mit c1, c2 ∈ R
darstellbar.

�

Beispiel 3.2.12

y′′(x) + y(x) = 0, x ∈ R .

1) y1(x) := cos(x) und y2(x) := sin(x) sind Lösungen dieser Gleichung auf R.

In der Tat gilt für jedes x ∈ R:

y′1(x) = − sin(x) , y′2(x) = cos(x) ,

y′′1(x) = − cos(x) , y′′2(x) = − sin(x) ,

y′′1(x) + y1(x) = 0 , y′′2(x) + y2(x) = 0 .

2) Nach Definition 3.2.7 gilt für alle x ∈ R:

W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
cos(x) sin(x)

− sin(x) cos(x)

∣∣∣∣∣ = cos2(x) + sin2(x)

= 1 6= 0 .

Nach Definition 3.2.8 ist somit {cos(x), sin(x)} ein Fundamentalsystem von

y′′(x) + y(x) = 0 auf R.

3) Die allgemeine Lösung der Gleichung y′′(x) + y(x) = 0 auf R lautet also

nach Satz 3.2.11:

y(x) = c1 · cos(x) + c2 · sin(x) mit beliebigen c1, c2 ∈ R.
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Satz 3.2.13

Sei y1 eine Lösung von (3.2.1), sodass y1(x) 6= 0 für alle x ∈ I . Dann kann man

eine zweite Lösung y2 der Gleichung (3.2.1) bestimmen, sodass {y1, y2} ein Funda-
mentalsystem von (3.2.1) bildet.

Beweis:

Wir suchen die Lösung y2 in der Form y2(x) = y1(x) · u(x), wobei u : I → R

eine unbekannte zweimal differenzierbare Funktion ist. Dann gilt:

y′2(x) = y′1(x) · u(x) + y1(x) · u′(x),
y′′2(x) = y′′1(x) · u(x) + 2y′1(x) · u′(x) + y1(x) · u′′(x).

In die Differentialgleichung (3.2.1) eingesetzt ergibt:

y′′1(x) · u(x) + 2y′1(x) · u′(x) + y1(x) · u′′(x)
+p(x) · (y′1(x) · u(x) + y1(x) · u′(x)) + q(x) · y1(x) · u(x) = 0

⇔ (y′′(x) + p(x) · y′1(x) + q(x) · y1(x)︸ ︷︷ ︸
=0

) · u(x)

+y1(x) · u′′(x) + (2y′1(x) + p(x) · y1(x)) · u′(x) = 0,

da y1 eine Lösung von (3.2.1) ist. Die unbekannte Funktion u genügt also der

Differentialgleichung

y1(x) · u′′(x) + (2y′1(x) + p(x) · y1(x)) · u′(x) = 0

⇔
y1(x)6=0

u′′(x) +

(
2y′1(x)

y1(x)
+ p(x)

)
· u′(x) = 0. (3.2.5)

Mit anderen Worten genügt u′ einer linearen homogenen Differentialgleichung

erster Ordnung auf I . Bezeichnet P : I → R eine Stammfunktion von p, so

ist P (x) := ln ((y1(x))
2) + P (x) eine Stammfunktion von

2y′1(x)

y1(x)
+ p(x). Nach

Bemerkung 1.2.2 ist dann

u′(x) := e− ln((y1(x))2)−P (x) =
e−P (x)

(y1(x))2

eine Lösung von (3.2.5) auf I und wir erhalten u als eine Stammfunktion von

u′. Mit dieser Funktion u ist also y2(x) = y1(x) · u(x) eine (weitere) Lösung der
Gleichung (3.2.1) auf I .

– 76 –



§ 3.2. Lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

Nach Definition 3.2.7 erhalten wir ferner für alle x ∈ I :

W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
y1(x) y1(x) · u(x)
y′1(x) y′1(x) · u(x) + y1(x) · u′(x)

∣∣∣∣∣

= y1(x) · (y′1(x) · u(x) + y1(x) · u′(x))− y′1(x) · y1(x) · u(x)
= (y1(x))

2 · u′(x) = e−P (x) 6= 0.

Somit ist {y1, y2} nach Definition 3.2.8 ein Fundamentalsystem der Gleichung

(3.2.1) auf I . �

Beispiel 3.2.14

y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = 0, x ∈ R . (3.2.6)

1) Wir suchen zunächst eine komplexwertige Lösung y1 in der Form

y1(x) := eλx mit λ ∈ C. Dann gilt nach Beispiel 3.2.4 für jedes x ∈ R:

y′1(x) = λ · eλx, y′′1(x) = λ2 · eλx

y′′1(x)− 2y′1(x) + y1(x) = 0 ⇔ (λ2 − 2λ+ 1) · eλx = 0

⇐⇒
eλx 6=0

λ2 − 2λ+ 1 = 0 ⇔ (λ− 1)2 = 0 ⇔ λ = 1.

Also ist y1(x) = ex eine reellwertige Lösung der Gleichung (3.2.6) auf R.

2) Wir suchen eine weitere Lösung y2 in der Form y2(x) := ex · u(x), wobei
u : R→ R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes x ∈ R gilt:

y′2(x) = (ex · u(x))′ = ex · u(x) + ex · u′(x) und

y′′2(x) = (ex · u(x) + ex · u′(x))′

= ex · u(x) + ex · u′(x) + ex · u′(x) + ex · u′′(x)
= ex · u(x) + 2ex · u′(x) + ex · u′′(x).

Mit der Bedingung y′′2(x)− 2y′2(x) + y2(x) = 0 erhalten wir

ex · u(x) + 2ex · u′(x) + ex · u′′(x)
− 2(ex · u(x) + ex · u′(x)) + ex · u(x) = 0

⇐⇒ ex · u′′(x) = 0 ⇐⇒
ex 6=0

u′′(x) = 0

⇐⇒ u(x) = m · x+ n mit beliebigen m,n ∈ R.
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Wir nehmen (z.B.) n = 0 und m = 1, woraus u(x) = x und somit

y2(x) = x · ex für alle x ∈ R folgt. Also ist y2(x) = x · ex auch eine Lösung

der Gleichung (3.2.6) auf R.

3) Nach Definition 3.2.7 gilt für alle x ∈ R :

W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
ex x · ex

ex ex + x · ex

∣∣∣∣∣ = ex · (ex + x · ex)− ex · x · ex

= e2x 6= 0 .

Nach Definition 3.2.8 ist somit {ex, x · ex} ein Fundamentalsystem der Glei-

chung (3.2.6) auf R.

4) Die allgemeine Lösung der Gleichung (3.2.6) auf R lautet nach Satz 3.2.11:

y(x) = c1 · ex + c2 · x · ex mit beliebigen c1, c2 ∈ R.

Satz 3.2.15

Die Funktionen p, q : I → R seien auf einem Intervall I definiert und stetig. Dann

besitzt die lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = 0

ein Fundamentalsystem auf I .

Beweis:

Wirwählen ein beliebiges x0 ∈ I und finden zwei (spezielle) Lösungen y1 und y2

der homogenen Differentialgleichung (3.2.1) mit folgenden Anfangsbedingun-

gen: 



y1(x0) = 1

y′1(x0) = 0
bzw.





y2(x0) = 0

y′2(x0) = 1

Nach Satz 3.1.2 sind die Funktionen y1 und y2 im ganzen Intervall I eindeutig

bestimmt. An der Stelle x0 erhalten wir für die Wronski-Determinante dieser

Funktionen:

W (x0) =

∣∣∣∣∣
y1(x0) y2(x0)

y′1(x0) y′2(x0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣ = 1 6= 0 .

Nach Satz 3.2.10 istW (x) 6= 0 für alle x ∈ I und nach Definition 3.2.8 ist somit

{y1, y2} ein Fundamentalsystem von (3.2.1) auf I . �
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3.3 Lineare homogeneDifferentialgleichung zwei-

ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Definition 3.3.1

Gegeben seien p, q ∈ R. Gesucht ist eine Funktion y : R → R, sodass für alle

x ∈ R gilt

y′′(x) + p · y′(x) + q · y(x) = 0. (3.3.1)

Die Gleichung (3.3.1) heißt lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ord-

nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion y : R → R heißt Lösung der

Gleichung (3.3.1) auf R.

Eine Funktion y : R→ C, die (3.3.1) erfüllt, heißt komplexwertige Lösung der

Gleichung (3.3.1) auf R.

Bemerkung und Definition 3.3.2

Wir suchen Lösungen der Gleichung (3.3.1) in der Form

y(x) = eλx

mit λ ∈ C. Nach Beispiel 3.2.4 gilt für jedes x ∈ R :

y′(x) = λ · eλx, y′′(x) = λ2 · eλx .

In Gleichung (3.3.1) eingesetzt:

λ2 · eλx + p · λ · eλx + q · eλx = 0,

liefert unter Berücksichtigung, dass eλx 6= 0 für alle x ∈ R und alle λ ∈ C:

λ2 + p · λ+ q = 0 (3.3.1c)

⇔ λ = −p
2
±
√(p

2

)2
− q .

Gleichung (3.3.1c) heißt charakteristische Gleichung derDifferentialgleichung (3.3.1)

undD =
(p
2

)2
− q die Diskriminante der charakteristischen Gleichung (3.3.1c).

Es gilt: Die (komplexwertige) Funktion y : R → C mit y(x) := eλx und

λ ∈ C ist genau dann eine (komplexwertige) Lösung von (3.3.1) auf R, wenn λ

eine (komplexe) Lösung der zugehörigen charakteristischen Gleichung (3.3.1c) ist.
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I. Fall
(p
2

)2
− q > 0

Seien λ1 := −p
2
+

√(p
2

)2
− q; λ2 := −p

2
−
√(p

2

)2
− q.

Dann sind {λ1, λ2} zwei verschiedene reelle Lösungen der charakteristi-

schen Gleichung (3.3.1c).

Die reellwertigen Funktionen y1, y2 : R → R mit y1(x) := eλ1x und

y2(x) := eλ2x bilden ein Fundamentalsystem von (3.3.1) auf R. In der Tat:

Die Funktionen y1, y2 sind Lösungen von (3.3.1) und für alle x ∈ R gilt:

W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x0) y2(x0)

y′1(x0) y′2(x0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

eλ1x eλ2x

λ1 · eλ1x λ2 · eλ2x

∣∣∣∣∣∣

= eλ1x · λ2 · eλ2x − λ1 · eλ1x · eλ2x = (λ2 − λ1) · eλ1x+λ2x 6= 0,

da λ1 6= λ2.

Folgerung 3.3.3

Nach Satz 3.2.11 ist die Funktion y : R→ R mit

y(x) := c1 · eλ1x + c2 · eλ2x

und beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (3.3.1) im Fall
(p
2

)2
−q > 0.

Beispiel 3.3.4

y′′(x)− 2y′(x)− 3y(x) = 0, x ∈ R .

Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

λ2 − 2λ− 3 = 0 ⇔ λ = −1 oder λ = 3 .

Seien λ1 := −1 und λ2 := 3. Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R→ R mit

y1(x) := e−x und y2(x) := e3x

ein Fundamentalsystem der Gleichung y′′(x) − 2y′(x) − 3y(x) = 0 auf R.

Nach Folgerung 3.3.3 ist

y(x) = c1 · e−x + c2 · e3x

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R.
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II. Fall
(p
2

)2
− q = 0

Die reelle Zahl λ := −p
2
ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung

(3.3.1c) (mit Vielfachheit r = 2). Die reellwertige Funktion y1 : R → R

mit y1(x) := eλx und λ = −p
2
ist eine Lösung von (3.3.1). Wir suchen eine

weitere Lösung y2 : R→ R in der Form

y2(x) := eλx · u(x),

wobei u : R → R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes x ∈ R
gilt:

y′2(x) = [eλx · u(x)]′ = λ · eλx · u(x) + eλx · u′(x),
y′′2(x) = λ2 · eλx · u(x) + 2λ · eλx · u′(x) + eλx · u′′(x) .

Dann gilt:
y′′2(x) + p · y′2(x) + q · y2(x) = 0

⇐⇒ λ2 · eλx · u(x) + 2λ · eλx · u′(x) + eλx · u′′(x)
+ p · [λ · eλx · u(x) + eλx · u′(x)] + q · eλx · u(x) = 0

⇐⇒ [(λ2 + p · λ+ q) · u(x) + (2λ+ p) · u′(x) + u′′(x)] · eλx = 0

⇐⇒
eλx 6=0

(λ2 + p · λ+ q)︸ ︷︷ ︸
=0

· u(x) + (2λ+ p)︸ ︷︷ ︸
=0

· u′(x) + u′′(x) = 0,

da λ = −p
2
(⇔ 2λ+p = 0) eine Lösung der charakteristischen Gleichung

ist. Es folgt

u′′(x) = 0 ⇔ u(x) = m · x+ n mit beliebigen m,n ∈ R.

Wir nehmen (z.B.) n = 0 undm = 1, woraus u(x) = x und somit

y2(x) = x · eλx

sich ergibt.

Die Funktionen y1, y2 : R → R mit y1(x) := eλx und y2(x) := x · eλx

(wobei λ = −p
2
ist) bilden ein Fundamentalsystem von (3.3.1) auf R. In

der Tat gilt für alle x ∈ R :

W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

eλx x · eλx

λ · eλx eλx + λx · eλx

∣∣∣∣∣∣
= e2λx 6= 0.
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Folgerung 3.3.5

Nach Satz 3.2.11 ist die Funktion y : R→ R mit

y(x) := c1 · eλx + c2 · x · eλx = eλx · (c1 + c2 · x)

und beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (3.3.1) im Fall
(p
2

)2
−q = 0.

Beispiel 3.3.6

y′′(x) + 6y′(x) + 9y(x) = 0, x ∈ R .

Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

λ2 + 6λ+ 9 = 0 ⇔ λ = −3 (mit Vielfachheit r = 2).

Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R→ R mit

y1 := e−3x und y2 := x · e−3x

ein Fundamentalsystem der Gleichung y′′(x) + 6y′(x) + 9y(x) = 0 auf R.

Nach Folgerung 3.3.5 ist

y(x) = e−3x · (c1 + c2 · x)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R.

III. Fall
(p
2

)2
− q < 0 ⇔ q −

(p
2

)2
> 0

Wegen

λ = −p
2
±
√(p

2

)2
− q = −p

2
±
√

−
(
q −

(p
2

)2)

= −p
2
± i ·

√
q −

(p
2

)2

sind λ = α± i ·β mit α := −p
2
und β :=

√
q −

(p
2

)2
zwei verschiedene

komplexe Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.3.1c).
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Die komplexwertigen Funktionen y⋆1, y
⋆
2 : R→ C mit

y⋆1(x) := e(α+i·β)x Bsp 3.2.4
= eαx · (cos(βx) + i · sin(βx))

und

y⋆2(x) := e(α−i·β)x = e(α+i·(−β))x

Bsp 3.2.4
= eαx · (cos((−β)x) + i · sin((−β)x))
= eαx · (cos(βx)− i · sin(βx))

sind Lösungen der Gleichung (3.3.1).

Nach Satz 3.2.5 sind somit auch Re(y⋆1(x)), Im(y⋆1(x)), Re(y
⋆
2(x)) und

Im(y⋆2(x)) Lösungen der Gleichung (3.3.1).

Wir wählen (z.B.)

y1(x) := Re(y⋆1(x)) = eαx · cos(βx)

und

y2(x) := Im(y⋆1(x)) = eαx · sin(βx).

Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R → R ein Fundamentalsystem von

(3.3.1) auf R. In der Tat gilt für alle x ∈ R:

W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

eαx · cos(βx) eαx · sin(βx)

α · eαx · cos(βx)− β · eαx · sin(βx) α · eαx · sin(βx) + β · eαx · cos(βx)

∣∣∣∣∣∣

= e2αx ·
(
α · cos(βx) · sin(βx) + β · cos2(βx)

− α · cos(βx) · sin(βx) + β · sin2(βx)
)

= e2αx · β · (cos2(βx) + sin2(βx))︸ ︷︷ ︸
=1

= β · e2αx 6= 0,

denn e2αx 6= 0 und β 6= 0 (s.o.).
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Folgerung 3.3.7

Nach Satz 3.2.11 ist im Fall
(p
2

)2
− q < 0 die Funktion y : R→ R mit

y(x) := c1 · eαx · cos(βx) + c2 · eαx · sin(βx)
= eαx · (c1 · cos(βx) + c2 · sin(βx))

und beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (3.3.1) auf R.

Beispiel 3.3.8

i) y′′(x) + 9y(x) = 0, x ∈ R .

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet

λ2 + 9 = 0 ⇔ λ = ± i · 3 .

Es gilt α = 0 und β = 3. Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R→ R mit

y1(x) := cos(3x) und y2(x) := sin(3x)

ein Fundamentalsystem der Gleichung y′′(x) + 9y(x) = 0 auf R.

Nach Folgerung 3.3.7 ist

y(x) = c1 · cos(3x) + c2 · sin(3x)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R.

ii) y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 0, x ∈ R .

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet

λ2 + 2λ+ 5 = 0 ⇔ λ = −1± i · 2 .

Es gilt α = −1 und β = 2. Dann bilden die Funktionen y1, y2 : R→ R mit

y1(x) := e−x · cos(2x) und y2(x) := e−x · sin(2x)

ein Fundamentalsystem der Gleichung y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 0 auf R.

Nach Folgerung 3.3.7 ist

y(x) = e−x · (c1 · cos(2x) + c2 · sin(2x))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf R.
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3.4 Gedämp�er elektrischer Schwingkreis

b

b

R

CL

Ein elektrischer Schwingkreis besteht aus ei-

nem Ohm’schen Widerstand5R > 0, einem

Kondensator mit der Kapazität C > 0 und

einer Spule mit der Induktivität L > 0. Zum

Zeitpunkt t0 = 0wird der Kondensator gela-

den und anschließend über den Widerstand

und die Spule entladen. Es ergibt sich eine

gedämp�e Schwingung.

Nach dem zweiten Kirchhoff’schen Gesetz6 gilt:

UR(t) + UC(t) + UL(t) = 0, t ∈ R>0. (3.4.1)

Wobei wir mit UR die Spannung amWiderstand, mit UC die Spannung am Kon-

densator und mit UL die Spannung an der Spule bezeichnen. Es gilt:

UR(t) = R · I(t); UC(t) =
Q(t)

C
; UL(t) = L · İ(t); I(t) = Q̇(t);

dabei sind I := I(t) Stromstärke im Schwingkreis und Q := Q(t) Ladung des

Kondensators zum Zeitpunkt t ∈ R>0. Dann gilt:

UR(t) + UC(t) + UL(t) = 0 ⇔ R · Q̇(t) + Q(t)

C
+ L · Q̈(t) = 0

⇔ Q̈(t) +
R

L
· Q̇(t) + 1

L · C ·Q(t) = 0, (3.4.2)

d.h., die Ladung am Kondensator genügt einer linearen homogenen Differenti-

algleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf R>0. Betrachten wir

nun die folgenden Anfangsbedingungen:

Q(0) = Q0 und I(0) = Q̇(0) = 0.

Die charakteristische Gleichung von (3.4.2) lautet:

λ2 +
R

L
· λ+

1

L · C = 0,

5Georg Simon Ohm, 1789-1854
6Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887
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und die Diskriminante der charakteristischen Gleichung beträgt

D =

(
R

2L

)2

− 1

L · C =
R2 · C − 4L

4L2 · C

I. Fall D > 0 ⇔ R2 · C − 4L > 0

Dann gilt:

λ2 +
R

L
· λ+

1

L · C = 0 ⇐⇒
D>0

λ = − R

2L
±

√
D .

Seien λ1 := − R

2L
−
√
D und λ2 := − R

2L
+
√
D.

Dann sind {λ1, λ2} zwei verschiedene reelle Lösungen der charakteristi-

schenGleichung. Beachte, dass die beiden Zahlen λ1, λ2 ∈ R negativ sind!

Nach Folgerung 3.3.3 ist

Q(t) = c1 · eλ1t + c2 · eλ2t

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung (3.4.2) auf

R
>0.

Für die Ableitung gilt:

I(t) = Q̇(t) = c1 · λ1 · eλ1t + c2 · λ2 · eλ2t.

Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Q0 und Q̇(0) = 0 erhalten wir das

lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten c1, c2):





c1 + c2 = Q0

c1 · λ1 + c2 · λ2 = 0
⇐⇒
λ1 6=λ2






c1 =
λ2 ·Q0

λ2 − λ1

c2 =
−λ1 ·Q0

λ2 − λ1

Dann gilt auf R>0:

Q(t) =
Q0

λ2 − λ1
·
(
λ2 · eλ1t − λ1 · eλ2t

)

und

I(t) = Q̇(t) =
λ1 · λ2 ·Q0

λ2 − λ1
·
(
eλ1t − eλ2t

)
.
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Mit λ1 = − R

2L
−
√
D und λ2 = − R

2L
+
√
D folgt:

Q(t) =
Q0

2
√
D

· e− R
2L

·t
((

− R

2L
+
√
D

)
· e−

√
D·t −

(
− R

2L
−
√
D

)
· e

√
D·t
)

= Q0 · e−
R
2L

·t ·
((

− R

2L

)
· e

−
√
D·t − e

√
D·t

2
√
D

+
1

2
·
(
e−

√
D·t + e

√
D·t
))

und

I(t) =
Q0

L · C · e− R
2L

·t · e
−
√
D·t − e

√
D·t

2
√
D

.

tt∗

Q

tt∗
I

Bemerkung 3.4.1

i) Da I(t) < 0 für alle t ∈ R>0 und λ1, λ2 < 0 ist, ist Q(t) ց 0 für t → +∞.

Auch ist I(t) → 0 für t→ +∞.

ii) Weiter gilt:

Q̈(t) = İ(t) = c1 · λ21 · eλ1t + c2 · λ22 · eλ2t

mit c1 =
λ2 ·Q0

λ2 − λ1
und c2 =

−λ1 ·Q0

λ2 − λ1
, sodass wir bekommen

Q̈(t) =
λ1 · λ2 ·Q0

λ2 − λ1
·
(
λ1 · eλ1t − λ2 · eλ2t

)
.

Dann gilt:

Q̈(t) = 0 ⇔ λ1 · eλ1t = λ2 · eλ2t ⇐⇒
λ2 6=0

λ1

λ2
= e(λ2−λ1)t .
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Übung

Weisen Sie nach: An der Stelle

t∗ :=
1

λ2 − λ1
· ln
(
λ1

λ2

)

hat der Graph der Funktion Q = Q(t) einen Wendepunkt und der Graph

der Funktion I = I(t) seinen tiefsten Punkt.

iii) Im Fall D > 0 ⇔ R2 · C − 4L > 0 haben wir keine Schwingung im

eigentlichen Sinne. Es liegt ein aperiodisches Verhalten vor.

II. Fall D = 0 ⇔ R2 · C = 4L

Dann gilt:

λ2 +
R

L
· λ +

1

L · C = 0
D=0⇐⇒ λ = − R

2L
(mit Vielfachheit r = 2).

Beachte, dass die Zahl λ ∈ R negativ ist! Nach Folgerung 3.3.5 ist

Q(t) = eλt · (c1 + c2 · t)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung (3.4.2) auf

R
>0.

Für die Ableitung gilt:

I(t) = Q̇(t) = λ · eλt · (c1 + c2 · t) + c2 · eλt

Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Q0 und Q̇(0) = 0 erhalten wir das

lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten c1, c2):



c1 = Q0

λ · c1 + c2 = 0
⇔




c1 = Q0

c2 = −λ ·Q0

Dann gilt auf R>0 :

Q(t) = Q0 · eλt · (1− λt) und I(t) = Q̇(t) = −Q0 · λ2 · eλt · t .

Mit λ := − R

2L
folgt:

Q(t) = Q0 · e−
R
2L

·t ·
(
1 +

R

2L
· t
)
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und

I(t) = −
(
R

2L

)2

·Q0 · e−
R
2L

·t · t = − Q0

L · C · e− R
2L

·t · t .

Wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass

D = 0 ⇔ R2 · C = 4L ⇔ R2

4L2
=

1

L · C .

tt∗

Q

tt∗
I

Bemerkung 3.4.2

i) Da I(t) < 0 für alle t ∈ R>0 und λ < 0 ist, ist Q(t) ց 0 für t→ +∞. Auch

gilt I(t) → 0 für t→ +∞.

ii) Ferner:

Q̈(t) = İ(t) = λ2 · eλt · (c1 + c2 · t) + 2λ · eλt · c2.

Mit c1 = Q0 und c2 = −λ ·Q0 bekommen wir

Q̈(t) = −λ2 ·Q0 · eλt(λ · t+ 1) .

Dann gilt:

Q̈(t) = 0 ⇔ λ · t+ 1 = 0 .

Übung

Weisen Sie nach: An der Stelle

t∗ = −1

λ
=

2L

R

hat der Graph der Funktion Q = Q(t) einen Wendepunkt und der Graph

der Funktion I = I(t) seinen tiefsten Punkt.
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iii) Im Fall D = 0 ⇔ R2 · C = 4L haben wir keine Schwingung im

eigentlichen Sinne. Es liegt ein aperiodisches Verhalten vor.

iv) Für x→ 0 gilt ex ≈ 1 + x, sodass wir für D → 0 erhalten:

e−
√
D·t − e

√
D·t

2
√
D

≈ (−t) .

Fall I verhält sich somit wie Fall II, wenn D → 0.

III. Fall D < 0 ⇔ R2 · C − 4L < 0

Dann gilt:

λ2 +
R

L
· λ +

1

L · C = 0 ⇐⇒
D<0

λ = α± i · β,

wobei α, β ∈ R mit

α := − R

2L
und β :=

√
1

L · C −
(
R

2L

)2

.

Beachte: α < 0 und β > 0. Wir erhalten zwei verschiedene komplexe

Lösungen der charakteristischen Gleichung. Nach Folgerung 3.3.7 ist

Q(t) = eαt · (c1 · cos(βt) + c2 · sin(βt))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der Gleichung (3.4.2) auf

R
>0. Für die Ableitung gilt:

I(t) = Q̇(t)

= eαt ·
(
α · c1 · cos(βt) + α · c2 · sin(βt)

− β · c1 · sin(βt) + β · c2 · cos(βt)
)
.

Mit den Anfangsbedingungen Q(0) = Q0 und Q̇(0) = 0 erhalten wir das

lineare Gleichungssystem (mit zwei Unbekannten c1, c2):




c1 = Q0

α · c1 + β · c2 = 0
⇐⇒
β>0





c1 = Q0

c2 = −α
β
·Q0
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Dann gilt auf R>0:

Q(t) = Q0 · e−
R
2L

·t ·
(
cos(βt)− α

β
sin(βt)

)

und

I(t) = Q̇(t)

= Q0 · e−
R
2L

·t ·
(
−α

2

β
− β

)
· sin(βt)

= − Q0

L · C · e− R
2L

·t · sin(βt)
β

,

wobei wir α2 + β2 =
1

L · C ausgenutzt haben.

t

Q

Q0 · e−
R
2L

t ·
√

1 + α2

β2

−Q0 · e−
R
2L

t ·
√

1 + α2

β2

Q(t) = Q0 · e−
R
2L

t ·
(
cos(βt)− α

β
sin(βt)

)
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t

I

Q0

LC
· e− R

2L
t · 1

β

−Q0

LC
· e− R

2L
t · 1

β

I(t) = −Q0

LC
· e− R

2L
t · sin(βt)

β

Bemerkung 3.4.3

i) Es gilt: Q(t) → 0 für t→ +∞. Auch ist I(t) → 0 für t→ +∞.

ii) Für die elektrische Ladung gilt:

Q(t) = Q0 · e−
R
2L

·t ·
(
cos(βt)− α

β
· sin(βt)

)

=
β>0

Q0 · e−
R
2L

·t ·
√

1 +
α2

β2
·
(

β√
α2 + β2

· cos(βt)

− α√
α2 + β2

· sin(βt)
)

= Q0 · e−
R
2L

·t ·
√

1 +
α2

β2
· cos(βt+ ϕ)

wobei der Winkel ϕ ∈
(
−π
2
; 0
)
eindeutig festgelegt ist durch

cos(ϕ) :=
β√

α2 + β2
> 0 und sin(ϕ) :=

α√
α2 + β2

< 0.

iii) Im Fall D < 0 ⇔ R2 ·C−4L < 0 haben wir eine gedämp�e Schwin-

gung (bei schwacher Dämpfung).
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iv) Für x → 0 gilt sin(x) ≈ x und cos(x) ≈ 1 ist, sodass wir für β → 0 erhalten:

sin(βt)

β
≈ t

und (
cos(βt)− α

β
· sin(βt)

)
≈ (1− α · t) = 1 +

R

2L
· t .

Fall III verhält sich somit wie Fall II, wenn β → 0 ist.

Sonderfall 3.4.4

Liegt kein Widerstand vor, d.h., haben wir R = 0, so gilt für den III. Fall:

α = 0 und β =

√
1

L · C .

Aus den Funktionsgleichungen für Q(t) bzw. I(t) des III. Falls bekommen wir:

Q(t) = Q0 · cos(βt) und I(t) = −β ·Q0 · sin(βt)

t

Q

t

I

Im Fall R = 0 haben wir eine ungedämp�e Schwingung:

Q̈(t) +
1

L · C ·Q(t) = 0

(Mit den AnfangsbedingungenQ(0) = Q0 und Q̇(0) = 0.)

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet:

λ2 +
1

L · C = 0.
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3.5 Analogien bei mechanischen und elektro-

magnetischen gedämp�en Schwingungen

Mechanische Schwingung Elektromagnetische Schwingung

Koordinate x Ladung Q

Geschwindigkeit v = ẋ Stromstärke I = Q̇

Beschleunigung a = ẍ Zeitliche Änderung der Stromstärke İ

Massem Induktivität L

Richtgröße k (Federkonstante)
1

C
, wobei C :=Kapazität

Dämpfungskonstante b Ohmscher Widerstand R

Schwingungsgleichung Schwingungsgleichung

m · ẍ(t) + b · ẋ(t) + k · x(t) = 0 L · Q̈(t) +R · Q̇(t) + Q(t)

C
= 0

ungedämp�e Kreisfrequenz ungedämp�e Kreisfrequenz

ω0 =

√
k

m
ω0 =

√
1

L · C
gedämp�e Kreisfrequenz gedämp�e Kreisfrequenz

ω =

√
k

m
−
(

b

2m

)2

ω =

√
1

L · C −
(
R

2L

)2
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3.6 Lineare inhomogene Differentialgleichung

zweiter Ordnung

Satz 3.6.1

Seien die Funktionen p, q, f : I → R auf einem Intervall I definiert und ste-

tig. Dann lässt sich die Lösungsmenge L der inhomogenen Differentialgleichung 2.

Ordnung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = f(x) (3.6.1)

auf I schreiben als: L = y∗+L0, wobeiL0 die Lösungsmenge der entsprechenden

homogenen Gleichung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = 0 (3.6.1h)

und y∗(x) eine (sog. partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1) ist.

Beweis:

Wir haben bereits in Satz 3.2.15 gesehen, dass L0 nichtleer ist. Wir werden in

Bemerkung 3.6.4 zeigen, dass auch L 6= ∅, mit anderen Worten existiert eine

partikuläre Lösung y∗(x) von (3.6.1) und es gilt auf I :

(y∗)′′(x) + p(x) · (y∗)′(x) + q(x) · y∗(x) = f(x) .

1. Sei yL(x) ∈ L eine beliebige Lösung von (3.6.1). Dann

y′′L(x) + p(x) · y′L(x) + q(x) · yL(x) = f(x)

auf I und somit

y′′L(x)− (y∗)′′(x) + p(x) · (y′L(x)− (y∗)′(x)) + q(x) · (yL(x)− y∗(x)) = 0

⇔ (yL(x)− y∗(x))′′ + p(x) · (yL(x)− y∗(x))′ + q(x) · (yL(x)− y∗(x)) = 0

D.h., ỹ(x) := yL(x)− y∗(x) ist eine Lösung der homogenen Gleichung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = 0

auf I . Also gilt für jedes yL(x) ∈ L:

yL(x) = y∗(x) + ỹ(x) ∈ y∗(x) + L0 und L ⊆ y∗(x) + L0.
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2. Sei nun ỹ(x) ∈ L0 eine beliebige Lösung der homogenen Gleichung. Dann

ỹ′′(x) + p(x) · ỹ′(x) + q(x) · ỹ(x) = 0

auf I . Da y∗(x) eine ( partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1)

ist, folgt:

ỹ′′(x) + (y∗)′′(x) + p(x) · (ỹ′(x) + (y∗)′(x)) + q(x) · (ỹ(x) + y∗(x)) = f(x)

⇔ (ỹ(x) + y∗(x))′′ + p(x) · (ỹ(x) + y∗(x))′ + q(x) · (ỹ(x) + y∗(x)) = f(x)

D.h., y(x) := ỹ(x)+y∗(x) ist eine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1)

auf I . Also gilt für jedes ỹ(x) ∈ L0:

y∗(x) + ỹ(x) ∈ L und y∗(x) + L0 ⊆ L.

Insgesamt haben wir L = y∗(x) + L0 gezeigt. �

Folgerung 3.6.2

Sei {y1, y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = 0 auf I . (3.6.1h)

Lässt man in c1 · y1(x) + c2 · y2(x) die Koeffizienten c1, c2 ∈ R unabhängig

voneinander dieMenge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen

der homogenen Gleichung (3.6.1h).

Also gilt für die Lösungsmenge

L0 = {c1 · y1(x) + c2 · y2(x) : c1, c2 ∈ R},

dabei heißt c1 · y1(x)+ c2 · y2(x) allgemeine Lösung der homogenen Gleichung. Ist

jetzt y∗(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.6.1), dann gilt

nach Satz 3.6.1 für die Lösungsmenge:

L = {c1 · y1(x) + c2 · y2(x) + y∗(x) : c1, c2 ∈ R}.

Man sagt: Durch y(x) = c1 · y1(x) + c2 · y2(x) + y∗(x) ist die allgemeine Lösung

der linearen inhomogenen Differentialgleichung 2. Ordnung (3.6.1) gegeben.
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Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialglei-

chung 2. Ordnung hat die Form

y(x) = ỹ(x) + y∗(x), (3.6.2)

wobei ỹ(x) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Glei-

chung und y∗(x) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung

2. Ordnung (3.6.1) ist.

Beispiel 3.6.3

y′′(x)− 9y(x) = x, x ∈ R . (3.6.3)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′′(x)− 9y(x) = 0 (3.6.3h)

und die charakteristische Gleichung ist

λ2 − 9 = 0 ⇔ λ = ±3.

Nach Folgerung 3.3.3 ist

ỹ(x) := c1 · e3x + c2 · e−3x mit beliebigen c1, c2 ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung (3.6.3h).

2) Wie ist nun y∗(x) zu wählen?

Dazu betrachten wir den Ansatz y∗(x) := A · x+B mit A,B ∈ R. Dann gilt

für jedes x ∈ R:

(y∗)′(x) = A, (y∗)′′(x) = 0 und

(y∗)′′(x)− 9y∗(x) = x ⇔ −9 · (A · x+B) = x .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




−9A = 1

B = 0
⇔





A = −1

9

B = 0
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Dann ist y∗(x) := −1

9
· x eine partikuläre Lösung der inhomogenen Glei-

chung (3.6.3). Nach Satz 3.6.1 und Folgerung 3.6.2 ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c1 · e3x + c2 · e−3x − 1

9
· x

die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (3.6.3) auf R.

Bemerkung 3.6.4 (Variation der Konstanten)

Seien die Funktionen p, q, f : I → R auf einem Intervall I definiert und stetig. Sei

weiter {y1, y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = 0

auf I . Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = f(x)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form:

y∗(x) = c1(x) · y1(x) + c2(x) · y2(x),

wobei c1, c2 : I → R unbekannte Funktionen sind. Dann gilt (mit Voraussetzung,

dass die Funktionen c1, c2 in I differenzierbar sind):

(y∗)′(x) = c′1(x) · y1(x) + c1(x) · y′1(x) + c′2(x) · y2(x) + c2(x) · y′2(x)
= c1(x) · y′1(x) + c2(x) · y′2(x) + c′1(x) · y1(x) + c′2(x) · y2(x).

Als zusätzliche Bedingung nehmen wir an:

c′1(x) · y1(x) + c′2(x) · y2(x) = 0 auf I.

Somit erhalten wir

(y∗)′(x) = c1(x) · y′1(x) + c2(x) · y′2(x)

und folglich

(y∗)′′(x) = c′1(x) · y′1(x) + c1(x) · y′′1(x) + c′2(x) · y′2(x) + c2(x) · y′′2(x) .
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In die Differentialgleichung (3.6.1) eingesetzt ergibt das:

[c′1(x) · y′1(x) + c1(x) · y′′1(x) + c′2(x) · y′2(x) + c2(x) · y′′2(x)]
+p(x) · [c1(x) · y′1(x) + c2(x) · y′2(x)]

+q(x) · [c1(x) · y1(x) + c2(x) · y2(x)] = f(x)

⇐⇒ c1(x) · (y′′1(x) + p(x) · y′1(x) + q(x) · y1(x)︸ ︷︷ ︸
=0

)

+c2(x) · (y′′2(x) + p(x) · y′2(x) + q(x) · y2(x)︸ ︷︷ ︸
=0

)

+(c′1(x) · y′1(x) + c′2(x) · y′2(x)) = f(x),

da die Funktionen y1, y2 Lösungen der homogenen Differentialgleichung sind, folgt

c′1(x) · y′1(x) + c′2(x) · y′2(x) = f(x) .

Mit der zusätzlich angenommenen Bedingung c′1(x) · y1(x) + c′2(x) · y2(x) = 0

erhalten wir ein lineares Gleichungssystem für die Unbekannten c′1(x), c
′
2(x):




c′1(x) · y1(x) + c′2(x) · y2(x) = 0

c′1(x) · y′1(x) + c′2(x) · y′2(x) = f(x)

mit der Hauptdeterminante

△:=

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ .

Nach Definition 3.2.7 ist △= W (x) die Wronski-Determinante der Funktionen

y1, y2. Da {y1, y2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung

ist, gilt W (x) 6= 0 auf ganz I . Dann ist das lineare Gleichungssystem mit den

Unbekannten c′1(x), c
′
2(x) eindeutig lösbar. Mit der Cramer’schen Regel 7 erhalten

wir

△1 :=

∣∣∣∣∣
0 y2(x)

f(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ , △2 :=

∣∣∣∣∣
y1(x) 0

y′1(x) f(x)

∣∣∣∣∣ ,

7Gabriel Cramer, 1704-1752
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und

c′1(x) =
△1

△
= −y2(x) · f(x)

W (x)
, c′2(x) =

△2

△
=
y1(x) · f(x)
W (x)

. (3.6.4)

Da die Funktionen
y1 · f
W

,
y2 · f
W

: I → R auf I stetig sind, besitzen sie dort ihre

Stammfunktionen. Wir erhalten die Funktionen c1, c2 : I → R und somit eine

partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung in der Form

y∗(x) = c1(x) · y1(x) + c2(x) · y2(x).

Beispiel 3.6.5

y′′(x) + y(x) =
1

sin(x)
, x ∈ (0; π) . (3.6.5)

1) Die entsprechende homogene Differentialgleichung lautet

y′′(x) + y(x) = 0 (3.6.5h)

und die charakteristische Gleichung ist

λ2 + 1 = 0 ⇔ λ = ± i .

D.h., α = 0 und β = 1. Nach Folgerung 3.3.7 ist

ỹ(x) := c1 · cos(x) + c2 · sin(x) mit beliebigen c1, c2 ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenenDifferentialgleichung

(3.6.5h) auf (0; π). Die Funktionen y1(x) := cos(x) und y2(x) := sin(x) bilden

ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung auf (0; π).

2) Wir suchen nun y∗(x)mit demVerfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 3.6.4 erhalten wir auf dem offenen Intervall (0; π):





c′1(x) · cos(x) + c′2(x) · sin(x) = 0 ,

c′1(x) · (− sin(x)) + c′2(x) · cos(x) =
1

sin(x)
.

mit der Hauptdeterminante

△:= W (x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
cos(x) sin(x)

− sin(x) cos(x)

∣∣∣∣∣ = cos2(x) + sin2(x) = 1
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und

△1:=

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 sin(x)

1

sin(x)
cos(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1, △2:=

∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(x) 0

− sin(x)
1

sin(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

cos(x)

sin(x)

Nach der Cramer’schen Regel gilt:

c′1(x) =
△1

△
= −1 und c′2(x) =

△2

△
=

cos(x)

sin(x)

und somit (beachte, dass sin(x) > 0 auf (0; π) ist):

c1(x) = −x+m und c2(x) = ln(sin(x))+n mit beliebigen m,n ∈ R.

Mitm = 0 und n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung der inho-

mogenen Differentialgleichung

y∗(x) = c1(x) · y1(x) + c2(x) · y2(x) = −x · cos(x) + sin(x) · ln(sin(x)).

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (3.6.5) auf

(0; π) ist somit

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= c1 · cos(x) + c2 · sin(x)− x · cos(x) + sin(x) · ln(sin(x))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R.

Satz 3.6.6 (Superpositionsprinzip)

Seien die Funktionen p, q, f1, f2 : I → R auf einem Intervall I definiert und

stetig. Seien weiter y∗1(x) eine partikuläre Lösung von

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = f1(x) (3.6.6a)

und y∗2(x) eine partikuläre Lösung von

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = f2(x). (3.6.6b)

Dann ist y∗(x) := y∗1(x) + y∗2(x) eine partikuläre Lösung von

y′′(x) + p(x) · y′(x) + q(x) · y(x) = f1(x) + f2(x). (3.6.7)
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Beweis:

Einsetzen von y∗(x) in (3.6.7) liefert die Behauptung, weil y∗1(x) und y
∗
2(x) parti-

kuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind. In der Tat gilt für jedes

x ∈ I :

(y∗)′(x) = (y∗1)
′(x) + (y∗2)

′(x), (y∗)′′(x) = (y∗1)
′′(x) + (y∗2)

′′(x)

und

(y∗)′′(x) + p(x) · (y∗)′(x) + q(x) · y∗(x)
= (y∗1)

′′(x) + (y∗2)
′′(x) + p(x) · ((y∗1)′(x) + (y∗2)

′(x))

+ q(x) · (y∗1(x) + y∗2(x))

= (y∗1)
′′(x) + p(x) · (y∗1)′(x) + q(x) · y∗1(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ (y∗2)
′′(x) + p(x) · (y∗2)′(x) + q(x) · y∗2(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(3.6.6a)
=

(3.6.6b)
f1(x) + f2(x) .

�

3.7 Lineare inhomogene Differentialgleichung

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten

Definition 3.7.1

Gegeben seien eine Funktion f : I → R, die auf einem Intervall I definiert und

stetig ist, und reelle Zahlen p, q ∈ R.
Gesucht ist eine Funktion y : I → R, sodass für alle x ∈ I gilt

y′′(x) + p · y′(x) + q · y(x) = f(x). (3.7.1)

Gleichung (3.7.1) heißt lineare inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion y : I → R heißt Lösung der Gleichung

(3.7.1) auf dem Intervall I. (Vgl. Definition 3.1.1, Bemerkung 3.1.3, Definition 3.3.1).

– 102 –



§ 3.7. Lineare inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Bemerkung 3.7.2

Nach 3.6.2 hat die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differentialglei-

chung (3.7.1) die Form

y(x) = ỹ(x) + y∗(x), (3.7.2)

wobei ỹ(x) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-

rentialgleichung

y′′(x) + p · y′(x) + q · y(x) = 0 (3.7.1h)

und y∗(x) eine partikuläre Lösung der linearen inhomogenen Differentialgleichung

(3.7.1) ist. Die allgemeine Lösung ỹ(x) von (3.7.1h) bekommt man, wenn man die

charakteristische Gleichung

λ2 + p · λ+ q = 0 (3.7.1c)

untersucht (s. Folgerungen 3.3.3, 3.3.5, 3.3.7).

Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungen y∗(x) von (3.7.1) für einige

Sonderfälle der rechten Seite f : R→ R , (d.h., hier gilt I := R):

i) f(x) := Pn(x), ein Polynom vom Grad n ∈ N0.

a) λ = 0 ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = Qn(x),

wobei Qn(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 3.7.3: y′′(x)− y′(x) + y(x) = x3 + 6)

b) λ = 0 ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (mit Viel-

fachheit r ∈ N).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = xr ·Qn(x),

wobei Qn(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 3.7.4: y′′(x)− 2y′(x) = x2 − 1)
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ii) f(x) := eγ·x · Pn(x), wobei γ ∈ R\{0} und Pn(x) ein Polynom vom Grad

n ∈ N0 ist.

a) λ = γ ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = eγ·x ·Qn(x),

wobei Qn(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 3.7.5: y′′(x) + 2y′(x) + y(x) = 3x · e2x)
b) λ = γ ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (mit Viel-

fachheit r ∈ N).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = xr · eγ·x ·Qn(x),

wobei Qn(x) ein Polynom vom Grad n mit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 3.7.6: y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = 2x · ex)

iii) f(x) := Pn(x) · cos(δ · x) + Qm(x) · sin(δ · x), wobei δ ∈ R\{0}. Dabei
sind Pn(x), Qm(x) Polynome vom Grad n,m ∈ N0 oder genau ein Polynom

ist das Nullpolynom.

a) λ = ±i · δ sind keine Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = SN (x) · cos(δ · x) + TN(x) · sin(δ · x),

wobeiSN(x), TN (x) Polynome vomGrad nicht mehr alsN := max{n,m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

(s. Beispiel 3.7.7: y′′(x) + 4y(x) = 9x · sin(x))
b) λ = ±i ·δ sind Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (jeweils

mit Vielfachheit r ∈ N). Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = xr · (SN(x) · cos(δ · x) + TN(x) · sin(δ · x)),

wobeiSN(x), TN (x) Polynome vomGrad nicht mehr alsN := max{n,m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

(s. Beispiel 3.7.8: y′′(x) + y(x) = 4 · cos(x))
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iv) f(x) := eγ·x·(Pn(x)·cos(δ·x)+Qm(x)·sin(δ·x)), wobei γ, δ ∈ R\{0}. Dabei
sind Pn(x), Qm(x) Polynome vom Grad n,m ∈ N0 oder genau ein Polynom

ist das Nullpolynom.

a) λ = γ± i ·δ sind keine Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c).
Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = eγ·x · (SN(x) · cos(δ · x) + TN (x) · sin(δ · x)),

wobeiSN (x), TN(x) Polynome vomGrad nicht mehr alsN := max{n,m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

(s. Beispiel 3.7.9: y′′(x) + 2y′(x) + 2y(x) = ex · sin(x))
b) λ = γ ± i · δ sind Lösungen der charakteristischen Gleichung (3.7.1c) (je-

weils mit Vielfachheit r ∈ N).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

y∗(x) = xr · eγ·x · (SN(x) · cos(δ · x) + TN(x) · sin(δ · x)),

wobeiSN (x), TN(x) Polynome vomGrad nicht mehr alsN := max{n,m}
mit unbekannten Koeffizienten sind.

(s. Beispiel 3.7.10: y′′(x)− 2y′(x) + 5y(x) = ex · cos(2x))

Beispiel 3.7.3

y′′(x)− y′(x) + y(x) = x3 + 6, x ∈ R . (3.7.3)

1) y′′(x) − y′(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

λ2 − λ+ 1 = 0 ⇔ λ =
1

2
± i ·

√
3

2
(jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α =
1

2
, β =

√
3

2
und nach Folgerung 3.3.7 ist

ỹ(x) = e
x
2 ·
(
c1 · cos

(√
3

2
x

)
+ c2 · sin

(√
3

2
x

))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.
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2) Wir haben P3(x) = x3 + 6. Da 0 keine Lösung unserer charakteristischen

Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der

inhomogenen Gleichung in der Form

y∗(x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D mit A,B,C,D ∈ R.

Dann haben wir

(y∗)′(x) = 3Ax2 + 2Bx+ C,

sowie

(y∗)′′(x) = 6Ax+ 2B.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.3) ergibt

(6Ax+ 2B)− (3Ax2 + 2Bx+ C)

+(Ax3 +Bx2 + Cx+D) = x3 + 6

⇔ Ax3 + (−3A +B) · x2 + (6A− 2B + C) · x
+(2B − C +D) = x3 + 6

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




A = 1

−3A +B = 0

6A− 2B + C = 0

2B − C +D = 6

⇔





A = 1

B = 3

C = 0

D = 0

Dann ist

y∗(x) = x3 + 3x2

eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= e
x
2 ·
(
c1 · cos

(√
3

2
x

)
+ c2 · sin

(√
3

2
x

))
+ (x3 + 3x2)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.3) auf R.
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Beispiel 3.7.4

y′′(x)− 2y′(x) = x2 − 1, x ∈ R . (3.7.4)

1) y′′(x)− 2y′(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charak-

teristische Gleichung lautet

λ2−2λ = 0 ⇔ λ = 2 oder λ = 0 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Seien λ1 := 2, λ2 := 0. Nach Folgerung 3.3.3 ist

ỹ(x) = c1 · e2x + c2

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Wir haben P2(x) = x2 − 1. Da λ = 0 eine Lösung mit Vielfachheit r = 1

unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

y∗(x) = x1 · (Ax2 +Bx+ C) = Ax3 +Bx2 + Cx mit A,B,C ∈ R.

Dann haben wir

(y∗)′(x) = 3Ax2 + 2Bx+ C,

sowie

(y∗)′′(x) = 6Ax+ 2B .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.4) ergibt

(6Ax+ 2B)− 2 · (3Ax2 + 2Bx+ C) = x2 − 1

⇔ −6A · x2 + (6A− 4B) · x+ (2B − 2C) = x2 − 1 .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:





−6A = 1

6A− 4B = 0

2B − 2C = −1

⇔





A = −1

6

B = −1

4

C =
1

4
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Dann ist

y∗(x) = −x
3

6
− x2

4
+
x

4

eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c1 · e2x + c2 +

(
−x

3

6
− x2

4
+
x

4

)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.4) auf R.

Beispiel 3.7.5

y′′(x) + 2y′(x) + y(x) = 3x · e2x, x ∈ R . (3.7.5)

1) y′′(x) + 2y′(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

λ2 + 2λ+ 1 = 0 ⇔ λ = −1 (mit Vielfachheit r = 2).

Nach Folgerung 3.3.5 ist

ỹ(x) = e−x · (c1 + c2 · x)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Wir haben γ = 2 und P1(x) = 3x. Da 2 keine Lösung unserer charakte-

ristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre

Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

y∗(x) = (Ax+B) · e2x mit A,B ∈ R.

Dann haben wir

(y∗)′(x) = A · e2x + (Ax+B) · 2e2x

= (2Ax+ A+ 2B) · e2x,
sowie

(y∗)′′(x) = 2A · e2x + (2Ax+ A+ 2B) · 2e2x

= (4Ax+ 4A+ 4B) · e2x .
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.5) ergibt:

(4Ax+4A+4B) · e2x +2 · (2Ax+A+2B) · e2x +(Ax+B) · e2x = 3x · e2x

⇐===⇒
e2x 6=0

9A · x+ (6A+ 9B) = 3x .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




9A = 3

6A+ 9B = 0
⇔





A =
1

3

B = −2

9

Dann ist

y∗(x) =

(
x

3
− 2

9

)
· e2x

eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = e−x · (c1 + c2 · x) +
(
x

3
− 2

9

)
· e2x

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.5) auf R.

Beispiel 3.7.6

y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = 2x · ex, x ∈ R . (3.7.6)

1) y′′(x) − 2y′(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

λ2 − 2λ+ 1 = 0 ⇔ λ = 1 ( mit Vielfachheit r = 2).

Nach Folgerung 3.3.5 ist

ỹ(x) = ex · (c1 + c2 · x)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.
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2) Wir haben γ = 1 und P1(x) = 2x. Da λ = 1 eine Lösung mit Vielfachheit

r = 2 unserer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung

3.7.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

y∗(x) = x2 · (Ax+B) · ex = (Ax3 +Bx2) · ex mit A,B ∈ R.

Dann haben wir

(y∗)′(x) = (3Ax2 + 2Bx) · ex + (Ax3 +Bx2) · ex

= (Ax3 + (3A+B) · x2 + 2Bx) · ex,
sowie

(y∗)′′(x) = (3Ax2 + (6A+ 2B) · x+ 2B) · ex

+ (Ax3 + (3A+B) · x2 + 2Bx) · ex

= (Ax3 + (6A+B) · x2 + (6A+ 4B) · x+ 2B) · ex .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.6) ergibt

(Ax3 + (6A+B) · x2 + (6A+ 4B) · x+ 2B) · ex

−2 · (Ax3 + (3A+B) · x2 + 2Bx) · ex + (Ax3 +Bx2) · ex = 2x · ex

⇐==⇒
ex 6=0

Ax+ 2B = 2x .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:





6A = 2

2B = 0
⇔





A =

1

3

B = 0

Dann ist

y∗(x) =
x3 · ex

3

eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = ex · (c1 + c2 · x) +
x3 · ex

3

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.6) auf R.
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Beispiel 3.7.7

y′′(x) + 4y(x) = 9x · sin(x), x ∈ R . (3.7.7)

1) y′′(x) + 4y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charak-

teristische Gleichung lautet

λ2 + 4 = 0 ⇔ λ = ± i · 2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = 0, β = 2 und nach Folgerung 3.3.7 ist

ỹ(x) = c1 · cos(2x) + c2 · sin(2x)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Wir haben δ = 1, P (x) ≡ 0 (Nullpolynom) und Q1(x) = 9x. Da ±i keine

Lösungen unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Be-

merkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

y∗(x) = (Ax+B) · cos(x) + (Cx+D) · sin(x) mit A,B,C,D ∈ R.

Dann haben wir

(y∗)′(x) = A · cos(x)− (Ax+B) · sin(x)
+ C · sin(x) + (Cx+D) · cos(x)

= (Cx+ (A+D)) · cos(x) + (−Ax+ (−B + C)) · sin(x),
sowie

(y∗)′′(x) = C · cos(x) + (Cx+ (A+D)) · (− sin(x))

+ (−A) · sin(x) + (−Ax+ (−B + C)) · cos(x)
= (−Ax + (−B + 2C)) · cos(x) + (−Cx+ (−2A−D)) · sin(x) .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.7) ergibt

(−Ax + (−B + 2C)) · cos(x) + (−Cx+ (−2A−D)) · sin(x)
+4 · ((Ax+B) · cos(x) + (Cx+D) · sin(x)) = 9x · sin(x)

⇔ 3Ax · cos(x) + (3B + 2C) · cos(x)
+3Cx · sin(x) + (−2A + 3D) · sin(x) = 9x · sin(x) .
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:






3A = 0

3B + 2C = 0

3C = 9

−2A + 3D = 0

⇔






A = 0

B = −2

C = 3

D = 0

Dann ist

y∗(x) = −2 · cos(x) + 3x · sin(x)

eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= c1 · cos(2x) + c2 · sin(2x) + (−2 · cos(x) + 3x · sin(x))

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.7) auf R.

Beispiel 3.7.8

y′′(x) + y(x) = 4 · cos(x), x ∈ R . (3.7.8)

1) y′′(x) + y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die charakte-

ristische Gleichung lautet

λ2 + 1 = 0 ⇔ λ = ± i (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = 0, β = 1 und nach Folgerung 3.3.7 ist

ỹ(x) = c1 · cos(x) + c2 · sin(x)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Wir haben δ = 1, P0(x) = 4 und Q(x) ≡ 0 (Nullpolynom). Da λ = ±i

Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) unserer charakteristischen Glei-

chung sind, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der

inhomogenen Gleichung in der Form

y∗(x) = x · (A · cos(x) +B · sin(x)) mit A,B ∈ R.
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Dann haben wir

(y∗)′(x) = A · cos(x) +B · sin(x) + x · (−A · sin(x) +B · cos(x))
= (A+Bx) · cos(x) + (B −Ax) · sin(x),

sowie

(y∗)′′(x) = B · cos(x) + (A+Bx) · (− sin(x))

+ (−A) · sin(x) + (B −Ax) · cos(x)
= (−Ax+ 2B) · cos(x) + (−Bx− 2A) · sin(x) .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.8) ergibt

(−Ax+ 2B) · cos(x) + (−Bx− 2A) · sin(x)
+ x · (A · cos(x) +B · sin(x)) = 4 · cos(x)

⇔ 2B · cos(x)− 2A · sin(x) = 4 · cos(x) .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:



2B = 4

−2A = 0
⇔




A = 0

B = 2

Dann ist y∗(x) = 2x · sin(x) eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x) = c1 · cos(x) + c2 · sin(x) + 2x · sin(x)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.8) auf R.

Beispiel 3.7.9

y′′(x) + 2y′(x) + 2y(x) = ex · sin(x), x ∈ R . (3.7.9)

1) y′′(x) + 2y′(x) + 2y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

λ2 + 2λ+ 2 = 0 ⇔ λ = −1± i (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = −1, β = 1 und nach Folgerung 3.3.7 ist

ỹ(x) = e−x · (c1 · cos(x) + c2 · sin(x))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.
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2) Wir haben γ = 1, δ = 1, P (x) ≡ 0 (Nullpolynom) und Q0(x) = 1. Da 1 ± i

keine Lösungen unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach

Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

y∗(x) = ex · (A · cos(x) +B · sin(x)) mit A,B ∈ R.

Dann haben wir

(y∗)′(x) = ex · (A · cos(x) +B · sin(x))
+ ex · (−A · sin(x) +B · cos(x))

= ex · ((A+B) · cos(x) + (−A +B) · sin(x)),
sowie

(y∗)′′(x) = ex · ((A+B) · cos(x) + (−A +B) · sin(x))
+ ex · (−(A +B) · sin(x) + (−A +B) · cos(x))

= ex · (2B · cos(x) + (−2A) · sin(x))

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.9) ergibt

ex · (2B · cos(x)− 2A · sin(x))
+2ex · ((A+B) · cos(x) + (−A +B) · sin(x))

+2ex · (A · cos(x) +B · sin(x)) = ex · sin(x)
⇐==⇒
ex 6=0

(4A+ 4B) · cos(x) + (−4A+ 4B) · sin(x) = sin(x) .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




4A+ 4B = 0

−4A+ 4B = 1
⇔





A = −1

8

B =
1

8
Dann ist

y∗(x) = ex ·
(
−1

8
· cos(x) + 1

8
· sin(x)

)

eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= e−x · (c1 · cos(x) + c2 · sin(x)) + ex ·
(
−1

8
· cos(x) + 1

8
· sin(x)

)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.9) auf R.
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Beispiel 3.7.10

y′′(x)− 2y′(x) + 5y(x) = ex · cos(2x), x ∈ R . (3.7.10)

1) y′′(x)− 2y′(x) + 5y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die

charakteristische Gleichung lautet

λ2 − 2λ+ 5 = 0 ⇔ λ = 1± i · 2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = 1, β = 2 und nach Folgerung 3.3.7 ist

ỹ(x) = ex · (c1 · cos(2x) + c2 · sin(2x))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Wir haben γ = 1, δ = 2, P0(x) = 1 und Q(x) ≡ 0 (Nullpolynom). Da

λ = 1 ± i · 2 Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) unserer charakte-

ristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 3.7.2 eine partikuläre

Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

y∗(x) = x · ex · (A · cos(2x) +B · sin(2x))
= ex · (Ax · cos(2x) +Bx · sin(2x)) mit A,B ∈ R.

Dann haben wir

(y∗)′(x) = ex · (Ax · cos(2x) +Bx · sin(2x))

+ ex ·
(
A · cos(2x)− 2Ax · sin(2x)

+B · sin(2x) + 2Bx · cos(2x)
)

= ex ·
(
(Ax+ A+ 2Bx) · cos(2x)

+ (Bx− 2Ax+B) · sin(2x)
)

= ex ·
(
((A+ 2B)x+ A) · cos(2x)

+ ((B − 2A)x+B) · sin(2x)
)
,
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sowie

(y∗)′′(x) = ex ·
(
((A+ 2B)x+ A) · cos(2x)

+ ((B − 2A)x+B) · sin(2x)
)

+ ex ·
(
(A + 2B) · cos(2x)

+ ((A+ 2B)x+ A) · (− sin(2x)) · 2
+ (B − 2A) · sin(2x)

+ ((B − 2A) · x+B) · cos(2x) · 2
)

= ex ·
(
((−3A + 4B)x+ (2A+ 4B)) · cos(2x)

+ ((−4A− 3B)x+ (−4A+ 2B)) · sin(2x)
)
.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.10) ergibt

ex ·
(
((−3A+ 4B)x+ (2A+ 4B)) · cos(2x)

+((−4A− 3B)x+ (−4A + 2B)) · sin(2x)
)

−2ex ·
(
((A+ 2B)x+ A) · cos(2x)

+((B − 2A)x+B) · sin(2x)
)

+5ex ·
(
Ax · cos(2x) +Bx · sin(2x)

)
= ex · cos(2x)

⇐==⇒
ex 6=0

4B · cos(2x) + (−4A) · sin(2x) = cos(2x) .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:



4B = 1

−4A = 0
⇔




B =

1

4

A = 0

Dann ist

y∗(x) =
ex · x · sin(2x)

4
eine partikuläre Lösung und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= ex · (c1 · cos(2x) + c2 · sin(2x)) +
ex · x · sin(2x)

4

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.10) auf R.
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Beispiel 3.7.11

y′′(x)− 5y′(x) + 6y(x) = cos(3x) + x · e3x, x ∈ R . (3.7.11)

1) y′′(x)− 5y′(x) + 6y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 − 5λ+ 6 = 0 ⇔ λ = 2 oder λ = 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Seien λ1 := 2 und λ2 := 3. Nach Folgerung 3.3.3 ist

ỹ(x) = c1 · e2x + c2 · e3x

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R.

2) Nach Bemerkung 3.7.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung

y′′(x)− 5y′(x) + 6y(x) = cos(3x) (3.7.11a)

in der Form

y∗1(x) = A · cos(3x) +B · sin(3x) mit A,B ∈ R.

Dann haben wir

(y∗1)
′(x) = −3A · sin(3x) + 3B · cos(3x) ,

sowie

(y∗1)
′′(x) = −9A · cos(3x)− 9B · sin(3x) .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.11a) ergibt

−9A · cos(3x)− 9B · sin(3x)
−5 · (−3A · sin(3x) + 3B) · cos(3x))

+6 · (A · cos(3x) +B · sin(3x)) = cos(3x)

⇔ (−3A− 15B) · cos(3x) + (15A− 3B) · sin(3x) = cos(3x) .
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:




−3A− 15B = 1

15A− 3B = 0
⇔





A = − 1

78

B = − 5

78

Dann ist

y∗1(x) = − 1

78
· cos(3x)− 5

78
· sin(3x)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.11a) auf R.

3) Nach Bemerkung 3.7.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung

y′′(x)− 5y′(x) + 6y(x) = x · e3x (3.7.11b)

in der Form

y∗2(x) = x · (Ax+B) · e3x = (Ax2 +Bx) · e3x mit A,B ∈ R.

Dann haben wir

(y∗2)
′(x) = (2Ax+B) · e3x + (Ax2 +Bx) · e3x · 3

= (3Ax2 + (2A+ 3B)x+B) · e3x ,
sowie

(y∗2)
′′(x) = (6Ax+ (2A+ 3B)) · e3x + (3Ax2 + (2A+ 3B)x+B) · e3x · 3

= (9Ax2 + (12A+ 9B)x+ (2A+ 6B) · e3x .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (3.7.11b) ergibt

(9Ax2 + (12A+ 9B)x+ (2A+ 6B)) · e3x

−5 · (3Ax2 + (2A+ 3B)x+B) · e3x

+6 · (Ax2 +Bx) · e3x = x · e3x

⇐==⇒
e3x 6=0

2Ax+ (2A+B) = x .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




2A = 1

2A+B = 0
⇔





A =
1

2

B = −1
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Dann ist

y∗2(x) =

(
x2

2
− x

)
· e3x

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.11b) auf R.

4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 3.6.6) ist

y∗(x) = y∗1(x) + y∗2(x)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (3.7.11) und

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= c1 · e2x + c2 · e3x +
(
− 1

78
· cos(3x)− 5

78
· sin(3x)

)
+

(
x2

2
− x

)
· e3x

die allgemeine Lösung der Gleichung (3.7.11) auf R.

Beispiel 3.7.12 (Anfangswertproblem)






y′′(x)− 6y′(x) + 8y(x)=
4

1 + e−2x
, x ∈ R ,

y(0)= 1 + 2 ln(2) ,

y′(0)= 6 ln(2) .

(3.7.12)

1) y′′(x)− 6y′(x) + 8y(x) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 − 6λ+ 8 = 0 ⇔ λ = 2 oder λ = 4 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Seien λ1 := 2 und λ2 := 4. Nach Folgerung 3.3.3 ist

ỹ(x) = c1 · e2x + c2 · e4x

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf R. Die Funktionen

y1(x) := e2x, y2(x) := e4x

bilden ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung auf R.
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2) Nach dem Verfahren der Variation der Konstanten ( Bemerkung 3.6.4) suchen

wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

y′′(x)− 6y′(x) + 8y(x) =
4

1 + e−2x

in der Form

y∗(x) = c1(x) · y1(x) + c2(x) · y2(x)

Nach Bemerkung 3.6.4 folgt:





c′1(x) · y1(x) + c′2(x) · y2(x) = 0 ,

c′1(x) · y′1(x) + c′2(x) · y′2(x) =
4

1 + e−2x
.

Also gilt: 



c′1(x) · e2x + c′2(x) · e4x =0 ,

2c′1(x) · e2x + 4c′2(x) · e4x =
4

1 + e−2x
.

Mit Hilfe der Cramer’schen Regel erhalten wir:

△ :=

∣∣∣∣∣∣

e2x e4x

2e2x 4e4x

∣∣∣∣∣∣
= 2 · e6x 6= 0 für alle x ∈ R

und

△1 :=

∣∣∣∣∣∣∣

0 e4x

4

1 + e−2x
4e4x

∣∣∣∣∣∣∣
= − 4 · e4x

1 + e−2x
,

sowie

△2 :=

∣∣∣∣∣∣∣

e2x 0

2e2x
4

1 + e−2x

∣∣∣∣∣∣∣
=

4 · e2x
1 + e−2x

.

Weiter gilt:

c′1(x) =
△1

△
= − 2 · e−2x

1 + e−2x
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und

c′2(x) =
△2

△
=

2 · e−4x

1 + e−2x
= 2 · e−2x − 2 · e−2x

1 + e−2x
.

Dann sind

c1(x) = ln(1 + e−2x) +m

und

c2(x) = −e−2x + ln(1 + e−2x) + n

mit beliebigenm,n ∈ R entsprechende Stammfunktionen.

Mit m = 0, n = 0 bekommen wir folgende partikuläre Lösung der inhomo-

genen Gleichung

y∗(x) = c1(x) · y1(x) + c2(x) · y2(x)
= e2x · ln(1 + e−2x) + (−e2x + e4x · ln(1 + e−2x)) .

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung auf R ist

y(x) = ỹ(x) + y∗(x)

= c̃1 · e2x + c̃2 · e4x + e2x · ln(1 + e−2x) + (−e2x + e4x · ln(1 + e−2x))

mit c̃1, c̃2 ∈ R. Für jedes x ∈ R gilt:

y′(x) = 2c̃1 · e2x + 4c̃2 · e4x + 2 · e2x · ln(1 + e−2x) + e2x · (−2) · e−2x

1 + e−2x

− 2 · e2x + 4 · e4x · ln(1 + e−2x) + e4x · (−2) · e−2x

1 + e−2x

= 2c̃1 · e2x + 4c̃2 · e4x + e2x ·
(
2 ln(1 + e−2x) +

−2e−2x

1 + e−2x
− 2

)

+ e4x ·
(
4 ln(1 + e−2x) +

−2e−2x

1 + e−2x

)
.

Mit Hilfe der Anfangswerte können wir nun die Konstanten c̃1, c̃2 ∈ R ein-

deutig bestimmen. Wir haben
{
y(0)= 1 + 2 ln(2) ,

y′(0)= 6 ln(2) ,

– 121 –



Kapitel 3 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

und somit gilt

{
c̃1 + c̃2 + ln(2) + (−1 + ln(2))= 1 + 2 ln(2)

2c̃1 + 4c̃2 + (2 ln(2)− 1− 2) + (4 ln(2)− 1)= 6 ln(2)

⇔





c̃1 + c̃2 = 2

2c̃1 + 4c̃2 = 4
⇔




c̃1 = 2

c̃2 = 0

Dann ist

y(x) = 2e2x + e2x · ln(1 + e−2x)− e2x + e4x · ln(1 + e−2x)

= e2x + (e2x + e4x) · ln(1 + e−2x)

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (3.7.12).
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zweiter Ordnung

4.1 Anfangswertproblem für lineareDifferenzen-

gleichung zweiter Ordnung

Vorbemerkung: Im Folgenden werden wir Differenzengleichungen auf der

Menge N0 untersuchen. Analoge Betrachtungen lassen sich auf Z>n0 :=

{n0, n0 +1, . . .}mit einem beliebigen n0 ∈ Z oder auf der ganzen Menge

Z durchführen.

Definition 4.1.1

Gegeben seien die Funktionen p, q, f : N0 → R, wobei q(n) 6= 0 für alle n ∈ N0

ist. Gesucht ist eine Funktion x : N0 → R, sodass für alle n ∈ N0 gilt:

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = f(n) . (4.1.1)

Gleichung (4.1.1) heißt lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung. Die Funkti-

on x : N0 → R heißt Lösung der Gleichung (4.1.1).

Satz und Definition 4.1.2

Gegeben seien die Funktionen p, q, f : N0 → R, wobei q(n) 6= 0 für alle n ∈ N0

ist. Sei n0 ∈ N0 beliebig. Dann existiert für beliebige µ0, µ1 ∈ R genau eine Lösung

des Anfangswertproblems:





x(n+ 2) + p(n) · x(n + 1) + q(n) · x(n) = f(n) ,

x(n0) =µ0 ,

x(n0 + 1)=µ1 .

(4.1.2)
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Beweis:

Existenz:

Sind die Werte x(n0) und x(n0 + 1) gegeben, so ist auch der Wert an der

Stelle (n0 + 2) bereits bestimmt:

x(n0 + 2) = f(n0)− p(n0) · x(n0 + 1)− q(n0) · x(n0) .

Für (n0−1) ∈ N0 erhaltenwir aus der Gültigkeit der Differenzengleichung

x(n0 − 1) =
f(n0 − 1)− x(n0 + 1)− p(n0 − 1) · x(n0)

q(n0 − 1)
.

Sukzessive kann also jeder Wert von x(.) auf N0 bestimmt werden und es

existiert eine Lösung des Anfangswertproblems.

Eindeutigkeit:

Seien x1, x2 : N0 → R zwei Lösungen des Anfangswertproblems. Dann

gilt:





x1(n + 2) + p(n) · x1(n + 1) + q(n) · x1(n) = f(n) ,

x1(n0) =µ0 ,

x1(n0 + 1)=µ1 ,

und





x2(n + 2) + p(n) · x2(n + 1) + q(n) · x2(n) = f(n) ,

x2(n0) =µ0 ,

x2(n0 + 1)=µ1 .

Für x̃(n) := x1(n)− x2(n) mit n ∈ N0 folgt:





x̃(n+ 2) + p(n) · x̃(n+ 1) + q(n) · x̃(n) = 0 ,

x̃(n0) = 0 ,

x̃(n0 + 1)=0 .

(4.1.3)

Wir beweisen, dass (4.1.3) nur die triviale Lösung x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0

zulässt.

Wir zeigen zuerst, dass für alle n ∈ N0 mit n > n0 bereits x̃(n) = 0 gelten

muss:
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Mit den Anfangsbedingungen haben wir schon x̃(n0) = x̃(n0 + 1) = 0.

Angenommen, es existiert ein n ∈ N mit n > (n0 + 2), sodass x̃(n) 6= 0

gilt. Dann ist die Menge {n ∈ N : n > (n0 + 2) und x̃(n) 6= 0} nichtleer.

Sei s := min{n ∈ N : n > (n0 + 2) und x̃(n) 6= 0}.

Dann gilt x̃(s− 1) = x̃(s− 2) = 0 und nach (4.1.3) folgt:

x̃(s) = −p(s− 2) · x̃(s− 1)︸ ︷︷ ︸
=0

−q(s− 2) · x̃(s− 2)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

im Widerspruch zur Auswahl von s. Also ist x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0 mit

n > n0.

Ist n0 = 0, so folgt somit sofort x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0.

Jetzt zeigen wir, dass auch für n0 > 1 die Behauptung x̃(n) = 0 für alle

n ∈ N0 mit n 6 (n0 − 1) folgt:

Andernfalls wäre die Menge {n ∈ N0 : n 6 (n0 − 1) und x̃(n) 6= 0}
nichtleer und es existierte t := max{n ∈ N0 : n 6 (n0 − 1) und x̃(n) 6=
0}. Dann gilt x̃(t+ 1) = x̃(t + 2) = 0. Wegen

x̃(t + 2)︸ ︷︷ ︸
=0

+p(t) · x̃(t + 1)︸ ︷︷ ︸
=0

+q(t) · x̃(t) = 0

und q(t) 6= 0 folgt x̃(t) = 0, im Widerspruch zur Auswahl von t. Also ist

auch x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0 mit n 6 (n0 − 1).

Wir haben gezeigt, dass das Anfangswertproblem (4.1.3) nur die triviale

Lösung x̃(n) = 0 für alle n ∈ N0 besitzt, d.h., es gilt x1(n) = x2(n) für

alle n ∈ N0. Damit ist die Lösung von (4.1.2) eindeutig bestimmt.

�

Bemerkung und Definition 4.1.3

Ist f(n) = 0 für alle n ∈ N0, so heißt die Gleichung (4.1.1) lineare homogene

Differenzengleichung zweiter Ordnung, ansonsten heißt diese lineare inhomogene

Differenzengleichung zweiter Ordnung.
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4.2 Lineare homogene Differenzengleichung

zweiter Ordnung

Wir untersuchen zuerst die homogene Gleichung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = 0 (4.2.1)

(dabei sind die Funktionen p, q : N0 → Rmit q(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 gegeben).

Satz 4.2.1

Seien x1, x2 : N0 → R zwei Lösungen von (4.2.1), dann ist

x(n) := c1 · x1(n) + c2 · x2(n)

ebenfalls eine Lösung von (4.2.1), wobei c1, c2 ∈ R zwei beliebige Konstanten sind.

Beweis:

Da x1, x2 zwei Lösungen von (4.2.1) sind, gilt für alle n ∈ N0:

x1(n+ 2) + p(n) · x1(n+ 1) + q(n) · x1(n) = 0 (4.2.2a)

und

x2(n+ 2) + p(n) · x2(n+ 1) + q(n) · x2(n) = 0. (4.2.2b)

Dann folgt für x(n) := c1 · x1(n) + c2 · x2(n) mit beliebigen c1, c2 ∈ R:

x(n + 2) + p(n) · x(n + 1) + q(n) · x(n)
= [c1 · x1(n + 2) + c2 · x2(n+ 2)]

+ p(n) · [c1 · x1(n+ 1) + c2 · x2(n + 1)]

+ q(n) · [c1 · x1(n) + c2 · x2(n)]
= c1 · [x1(n + 2) + p(n) · x1(n + 1) + q(n) · x1(n)]

+ c2 · [x2(n+ 2) + p(n) · x2(n+ 1) + q(n) · x2(n)]
(4.2.2a)
=

(4.2.2b)
0 für alle n ∈ N0 .

Nach Definition 4.1.2 ist

x(n) = c1 · x1(n) + c2 · x2(n)

eine Lösung von (4.2.1) auf N0, für beliebige c1, c2 ∈ R. �
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Definition 4.2.2 (Komplexwertige Funktion der ganzzahligen Variablen)

Sei I eine nichtleere Teilmenge von Z. Eine Abbildung w : I → C heißt komplex-

wertige Funktion der ganzzahligen Variablen.

Bemerkung 4.2.3

Jede komplexwertige Funktion w : I → C der ganzzahligen Variablen lässt sich

in der Form w = u + i · v darstellen, wobei u, v zwei reellwertige Funktionen der

ganzzahligen Variablen sind.

Beispiel 4.2.4

Seien r, ϕ ∈ R mit r 6= 0. Dann ist die Funktion w : Z → C mit

w(n) := (r · (cos(ϕ) + i · sin(ϕ)))n

auf Z wohldefiniert und es gilt für alle n ∈ Z:

(r · (cos(ϕ) + i · sin(ϕ)))n = rn · (cos(ϕ) + i · sin(ϕ))n
(∗)
= rn · (cos(nϕ) + i · sin(nϕ))
= rn · cos(nϕ) + i · rn · sin(nϕ) ,

wobei wir in (∗) den Satz vonMoivre
8 benutzt haben:

Satz vonMoivre

(cos(ϕ)+i·sin(ϕ))n = cos(nϕ)+i·sin(nϕ) für alle ϕ ∈ R und alle n ∈ Z.

Satz 4.2.5

Ist x(n) := u(n) + i · v(n) mit reellwertigen Funktionen u, v : N0 → R eine

komplexwertige Lösung von (4.2.1), dann lösen diese beiden Funktionen ebenfalls

diese Differenzengleichung.

8Abraham de Moivre, 1667-1754
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Beweis:

Da die Funktion x = u+i · v eine komplexwertige Lösung der Gleichung (4.2.1)

ist, gilt für alle n ∈ N0 (nach Definition 4.1.1):

0 = x(n+ 2) + p(n) · x(n + 1) + q(n) · x(n)
= [u(n+ 2) + i · v(n+ 2)]

+ p(n) · [u(n+ 1) + i · v(n+ 1)]

+ q(n) · [u(n) + i · v(n)]
= [u(n+ 2) + p(n) · u(n+ 1) + q(n) · u(n)]

+ i · [v(n + 2) + p(n) · v(n+ 1) + q(n) · v(n)] .

Für jedes n ∈ N0 liefert der Vergleich zweier komplexen Zahlen:
{
u(n+ 2) + p(n) · u(n+ 1) + q(n) · u(n)= 0 ,

v(n+ 2) + p(n) · v(n+ 1) + q(n) · v(n) = 0 .

Nach Definition 4.1.1 sind also die Funktionen u, v Lösungen der homogenen

Gleichung (4.2.1) auf N0. �

Beispiel 4.2.6

Die komplexwertige Funktion x : N0 → C mit x(n) := (2 · i)n ist eine Lösung

der Gleichung

x(n + 2) + 4x(n) = 0 auf N0.

In der Tat

x(n + 2) + 4x(n) = (2 · i)n+2 + 4 · (2 · i)n

= (2 · i)n · ((2 · i)2 + 4)

= (2 · i)n · (−4 + 4) = 0

für alle n ∈ N0.Weiter gilt

2 · i = 2 ·
(
cos
(π
2

)
+ i · sin

(π
2

))

und nach dem Satz von Moivre

(2 · i)n = 2n ·
(
cos
(π
2

)
+ i · sin

(π
2

))n

= 2n ·
(
cos
(π
2
· n
)
+ i · sin

(π
2
· n
))

.
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Für jedes n ∈ N0 seien u(n) := 2n · cos
(π
2
· n
)
und v(n) := 2n · sin

(π
2
· n
)
.

Dann gilt auf N0

u(n+ 2) + 4u(n) = 2n+2 · cos
(π
2
· (n+ 2)

)
+ 4 · 2n · cos

(π
2
· n
)

= 2n+2 ·
(
cos
(π
2
· n + π

)
+ cos

(π
2
· n
))

= 2n+2 ·
(
− cos

(π
2
· n
)
+ cos

(π
2
· n
))

= 0

sowie

v(n+ 2) + 4v(n) = 2n+2 · sin
(π
2
· (n+ 2)

)
+ 4 · 2n · sin

(π
2
· n
)

= 2n+2 ·
(
sin
(π
2
· n+ π

)
+ sin

(π
2
· n
))

= 2n+2 ·
(
− sin

(π
2
· n
)
+ sin

(π
2
· n
))

= 0

D.h., die Funktionen u, v sind reellwertige Lösungen von x(n+ 2) + 4x(n) = 0

auf N0.

Definition 4.2.7

Gegeben seien die Funktionen x1, x2 : N0 → R. Dann heißt die Determinante

D(n) := det

(
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1)

)
=:

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1)

∣∣∣∣∣

Casorati-Determinante9 dieser Funktionen.

Definition 4.2.8

Seien x1 und x2 zwei verschiedene Lösungen von (4.2.1). Dann heißt {x1, x2} heißt
Fundamentalsystem von (4.2.1) auf N0, falls für die Casorati-Determinante dieser

Funktionen stetsD(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 erfüllt ist.

Beispiel 4.2.9

x(n + 2)− x(n) = 0, n ∈ N0 .

1) x1(n) := 1n = 1 und x2(n) := (−1)n sind Lösungen dieser Gleichung

auf N0. In der Tat gilt für jedes n ∈ N0:

x1(n + 2) = 1n+2 = 1, x1(n+ 2)− x1(n) = 1n+2 − 1n = 0

9Felice Casorati, 1835-1890
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sowie

x2(n + 2) = (−1)n+2, x2(n+ 2)− x2(n) = (−1)n+2 − (−1)n

= (−1)n · (1− 1) = 0 .

2) Nach Definition 4.2.7 gilt für alle n ∈ N0:

D(n) =

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n + 1)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 (−1)n

1 (−1)n+1

∣∣∣∣∣ = (−1)n+1 − (−1)n

= 2 · (−1)n+1 6= 0 .

Nach Definition 4.2.8 ist {1, (−1)n} ein Fundamentalsystem der Gleichung

x(n+ 2)− x(n) = 0 auf N0.

Satz 4.2.10

Seien x1 und x2 zwei verschiedene Lösungen von (4.2.1). Existiert ein n0 ∈ N0 mit

D(n0) 6= 0, so gilt D(n) 6= 0 für alle n ∈ N0.

Beweis:

Da die Funktionen x1, x2 : N0 → R zwei verschiedene Lösungen der Gleichung

(4.2.1) sind, gilt für jedes n ∈ N0 und für jedes k ∈ {1, 2}:

xk(n+ 2) + p(n) · xk(n+ 1) + q(n) · xk(n) = 0

⇔ xk(n + 2) = −p(n) · xk(n + 1)− q(n) · xk(n) .

Wir untersuchen die Funktion D : N0 → R, wobei

D(n) :=

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1)

∣∣∣∣∣ = x1(n) · x2(n + 1)− x1(n+ 1) · x2(n)

Casorati-Determinante der Funktionen x1, x2 ist.

Weiter gilt für jedes n ∈ N0:

D(n+ 1) =

∣∣∣∣∣
x1(n+ 1) x2(n + 1)

x1(n+ 2) x2(n + 2)

∣∣∣∣∣

= x1(n + 1) · x2(n+ 2)− x1(n+ 2) · x2(n+ 1)
s.o.
= x1(n + 1) · [−p(n) · x2(n+ 1)− q(n) · x2(n)]

− [−p(n) · x1(n + 1)− q(n) · x1(n)] · x2(n+ 1)

= q(n) · [x1(n) · x2(n + 1)− x1(n+ 1) · x2(n)]
= q(n) ·D(n) .
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Das Anfangswertproblem

{
D(n+ 1)= q(n) ·D(n) ,

D(n0) =D0 (mit D0 ∈ R) .

ist auf N0 eindeutig lösbar (vgl. Folgerung 2.2.5) und es gilt für jedes n ∈ N0:

D(n) = D(n0) ·

n−1∏
k=0

q(n)

n0−1∏
k=0

q(n)

,

wobei wir stets q(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 haben.

Somit folgt: Ist D(n0) 6= 0, so gilt auch D(n) 6= 0 für alle n ∈ N0. �

Satz und Definition 4.2.11

Allgemeine Lösung der linearen homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung.

Sei {x1, x2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) auf N0, dann lässt sich jede

Lösung x : N0 → R von (4.2.1) in der Form

x(n) = c1 · x1(n) + c2 · x2(n)

darstellen, wobei die Koeffizienten c1, c2 ∈ R eindeutig bestimmt sind.

Lässt man in c1 · x1(n) + c2 · x2(n) die Koeffizienten c1, c2 unabhängig von

einander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen

der Gleichung (4.2.1). Man sagt: Durch x(n) = c1 · x1(n) + c2 · x2(n) ist die
allgemeine Lösung der linearen homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = 0

auf N0 gegeben.

Beweis:

Da {x1, x2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) ist, ist nach Definition 4.2.8 und

Satz 4.2.1 jede Funktion x : N0 → R mit

x(n) := c1 · x1(n) + c2 · x2(n)

immer eine Lösung von (4.2.1) für beliebige c1, c2 ∈ R.
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Sei x̃ : N0 → R eine beliebige Lösung von (4.2.1). Wir zeigen: Es existieren

c1, c2 ∈ R, sodass auf N0 gilt:

x̃(n) = c1 · x1(n) + c2 · x2(n)

In der Tat: Wir nehmen ein beliebiges n0 ∈ N0 und bestimmen die Werte x̃(n0)

und x̃(n0 + 1).Wir suchen c1, c2 ∈ R mit:

{
c1 · x1(n0) + c2 · x2(n0) = x̃(n0) ,

c1 · x1(n0 + 1) + c2 · x2(n0 + 1)= x̃(n0 + 1) .
(∗)

Weiter gilt

△:=

∣∣∣∣∣
x1(n0) x2(n0)

x1(n0 + 1) x2(n0 + 1)

∣∣∣∣∣ = D(n0) 6= 0,

da {x1, x2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) ist. Dann ist das LGS (∗) ein-
deutig für c1, c2 lösbar. Sei {c̃1, c̃2} diese eindeutige Lösung des LGS (∗). Wir

untersuchen die Funktion x : N0 → R mit

x(n) := c̃1 · x1(n) + c̃2 · x2(n).

Nach Satz 4.2.1 ist x eine Lösung von (4.2.1) auf N0 und

x(n0) = c̃1 · x1(n0) + c̃2 · x2(n0) = x̃(n0) ,

sowie

x(n0 + 1) = c̃1 · x1(n0 + 1) + c̃2 · x2(n0 + 1) = x̃(n0 + 1) .

Wegen der Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems (Satz 4.1.2) gilt

für alle n ∈ N0:

x(n) = x̃(n)

und

x̃(n) = c̃1 · x1(n) + c̃2 · x2(n)

Dann ist jede Lösung von (4.2.1) in der Form c1 ·x1(n)+c2 ·x2(n)mit c1, c2 ∈ R
darstellbar.

�
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Beispiel 4.2.12

x(n + 2) + x(n) = 0, n ∈ N0 .

1) x1(n) := cos
(π
2
· n
)
und x2(n) := sin

(π
2
· n
)
sind die Lösungen der Glei-

chung auf N0. In der Tat gilt für jedes n ∈ N0:

x1(n + 2) + x1(n) = cos
(π
2
· (n+ 2)

)
+ cos

(π
2
· n
)

= cos
(π
2
· n+ π

)
+ cos

(π
2
· n
)

= − cos
(π
2
· n
)
+ cos

(π
2
· n
)
= 0 ,

und

x2(n + 2) + x2(n) = sin
(π
2
· (n + 2)

)
+ sin

(π
2
· n
)

= sin
(π
2
· n + π

)
+ sin

(π
2
· n
)

= − sin
(π
2
· n
)
+ sin

(π
2
· n
)
= 0 .

2) Nach Definition 4.2.7 gilt für alle n ∈ N0:

D(n) =

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

cos
(π
2
· n
)

sin
(π
2
· n
)

cos
(π
2
· (n + 1)

)
sin
(π
2
· (n+ 1)

)

∣∣∣∣∣∣∣

= sin
(π
2
· n +

π

2

)
· cos

(π
2
· n
)
− cos

(π
2
· n+

π

2

)
· sin

(π
2
· n
)

= sin
(π
2

)
= 1 6= 0 .

Nach Definition 4.2.8 ist somit
{
cos
(π
2
· n
)
, sin

(π
2
· n
)}

ein Fundamen-

talsystem von x(n+ 2) + x(n) = 0 auf N0.

3) Die allgemeine Lösung der Gleichung x(n+2)+x(n) = 0 aufN0 lautet also

nach Satz 4.2.11:

x(n) = c1 · cos
(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R.
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Satz 4.2.13

Sei x1 eine Lösung von (4.2.1), sodass x1(n) 6= 0 für alle n ∈ N0. Dann kann

man eine zweite Lösung x2 der Gleichung (4.2.1) bestimmen, sodass {x1, x2} ein

Fundamentalsystem von (4.2.1) bildet.

Beweis:

Wir suchen die Lösung x2 in der Form x2(n) = x1(n) · u(n), wobei u : N0 →
R eine unbekannte Funktion ist. In die Differenzengleichung (4.2.1) eingesetzt

ergibt:

x1(n+ 2) · u(n+ 2) + p(n) · x1(n+ 1)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

· u(n+ 1)

+q(n) · x1(n) · u(n) = 0.

Da x1 eine Lösung von (4.2.1) ist, gilt p(n)·x1(n+1) = −x1(n+2)−q(n)·x1(n)
und wir erhalten

x1(n + 2) · u(n+ 2) + (−x1(n + 2)− q(n) · x1(n))
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

· u(n+ 1)

+q(n) · x1(n) · u(n) = 0

⇔ x1(n+ 2) · (u(n+ 2)− u(n+ 1))

+q(n) · x1(n) · (u(n)− u(n+ 1)) = 0

⇔
x1(n+2)6=0

(u(n+ 2)− u(n+ 1))− q(n) · x1(n)

x1(n+ 2)
· (u(n+ 1)− u(n)) = 0.

M.a.W. genügt die Funktion w : N0 → R mit w(n) := u(n + 1) − u(n) der

folgenden linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung auf N0:

w(n+ 1)− q(n) · x1(n)

x1(n + 2)
· w(n) = 0. (4.2.3)

Nach Bemerkung 2.2.2 ist dann

w(n) :=

n−1∏

k=0

q(k) · x1(k)

x1(k + 2)
=

x1(0) · x1(1)
x1(n) · x1(n+ 1)

·
n−1∏

k=0

q(k)

eine Lösung von (4.2.3) auf N0. Weiterhin bekommt man u als eine Lösung der

Gleichung u(n + 1) − u(n) = w(n) durch u(n) :=

n−1∑

k=0

w(k). Mit dieser

Funktion u ist also x2(n) = x1(n) · u(n) eine (weitere) Lösung der Gleichung

(4.2.1) auf N0.
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Nach Definition 4.2.7 erhalten wir ferner für alle n ∈ N0:

D(n) =

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n + 1) x2(n + 1)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
x1(n) x1(n) · u(n)

x1(n+ 1) x1(n+ 1) · u(n+ 1)

∣∣∣∣∣

= x1(n) · x1(n+ 1) · (u(n+ 1)− u(n)) = x1(n) · x1(n+ 1) · w(n)

= x1(0) · x1(1) ·
n−1∏

k=0

q(k) 6= 0.

Somit ist {x1, x2} nach Definition 4.2.8 ein Fundamentalsystem der homogenen

Gleichung (4.2.1) auf N0. �

Beispiel 4.2.14

x(n + 2)− 4x(n+ 1) + 4x(n) = 0, n ∈ N0 . (4.2.4)

1) Wir suchen zunächst eine komplexwertige Lösung x1 in der Form

x1(n) := λn mit λ ∈ C\{0}. Dann gilt:

x(n + 2)− 4x(n + 1) + 4x(n) = 0 ⇔ λn+2 − 4λn+1 + 4λn = 0

⇔ λn · (λ2 − 4λ+ 4) = 0 ⇐=⇒
λ6=0

λ2 − 4λ+ 4 = 0 ⇔ λ = 2 .

Also ist x1(n) = 2n eine reellwertige Lösung der Gleichung (4.2.4) auf N0.

2) Wir suchen eine weitere Lösung x2 in der Form x2(n) := x1(n) ·u(n), wobei
u : N0 → R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes n ∈ N0 gilt:

x2(n+ 2)− 4x2(n + 1) + 4x2(n) = 0

und eingesetzt

x1(n + 2) · u(n+ 2)− 4x1(n + 1) · u(n+ 1) + 4x1(n) · u(n) = 0 .

Da x1 eine Lösung ist, gilt 4x1(n + 1) = x1(n + 2) + 4x1(n), sodass wir

erhalten

x1(n+ 2) · u(n+ 2)− (x1(n+ 2) + 4x1(n)) · u(n+ 1) + 4x1(n) · u(n) = 0

⇔ x1(n+ 2) · (u(n+ 2)− u(n+ 1))− 4x1(n) · (u(n+ 1)− u(n)) = 0

– 135 –



Kapitel 4 LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

M.a.W. genügt die Funktion w : N0 → R mit w(n) := u(n+ 1)− u(n) der

Differenzengleichung

x1(n+ 2) · w(n+ 1)− 4x1(n) · w(n) = 0

und wir erhalten mit x1(n) = 2n für alle n ∈ N0:

2n+2 · w(n+ 1)− 4 · 2n · w(n) = 0

⇔
2n+2 6=0

w(n+ 1)− w(n) = 0 ⇔ w(n+ 1) = w(n).

Wir wählen (z.B.) w(n) = 1 für alle n ∈ N0. Dann gilt für alle n ∈ N0:

u(n+ 1)− u(n) = 1

Wir nehmen (z.B.) u(n) = n, woraus x2(n) = 2n · n für alle n ∈ N0 folgt.

x2(n) = 2n · n ist auch eine Lösung der Gleichung (4.2.4) auf N0.

3) Nach Definition 4.2.7 gilt für alle n ∈ N0:

D(n) =

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
2n 2n · n
2n+1 2n+1 · (n + 1)

∣∣∣∣∣

= 22n+1 6= 0 .

Nach Definition 4.2.8 ist somit {2n, 2n · n} ein Fundamentalsystem der ho-

mogenen Gleichung (4.2.4) auf N0.

4) Die allgemeine Lösung der Gleichung (4.2.4) auf N0 lautet nach Satz 4.2.11:

x(n) = c1 · 2n + c2 · n · 2n = 2n · (c1 + c2 · n)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R.

Satz 4.2.15

Gegeben seien die Funktionen p, q : N0 → R, wobei q(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 ist.

Dann besitzt die lineare homogene Differenzengleichung 2. Ordnung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = 0

ein Fundamentalsystem auf N0.
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Beweis:

Wir finden zwei (spezielle) Lösungen x1 und x2 der homogenenDifferenzenglei-

chung (4.2.1) mit folgenden Anfangsbedingungen:




x1(0) = 1

x1(1) = 0
bzw.




x2(0) = 0

x2(1) = 1

Nach Satz 4.1.2 sind die Funktionen x1, x2 : N0 → R eindeutig bestimmt. An

der Stelle 0 erhalten wir für die Casorati-Determinante dieser Funktionen:

D(0) :=

∣∣∣∣∣
x1(0) x2(0)

x1(1) x2(1)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣ = 1 6= 0 .

Nach Satz 4.2.10 ist D(n) 6= 0 für alle n ∈ N0 und nach Definition 4.2.8 ist

{x1, x2} ein Fundamentalsystem von (4.2.1) auf N0 .

�

4.3 Lineare homogeneDifferenzengleichung zwei-

ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Definition 4.3.1

Gegeben seien p, q ∈ R mit q 6= 0. Gesucht ist eine Funktion x : N0 → R , sodass

für alle n ∈ N0 gilt

x(n + 2) + p · x(n+ 1) + q · x(n) = 0 . (4.3.1)

Die Gleichung (4.3.1) heißt lineare homogene Differenzengleichung zweiter Ord-

nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion x : N0 → R heißt Lösung der

Gleichung (4.3.1) auf N0.

Eine Funktion x : N0 → C, die (4.3.1) erfüllt, heißt komplexwertige Lösung der

Gleichung (4.3.1) auf N0.
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Bemerkung 4.3.2

Wir suchen Lösungen der Gleichung (4.3.1) in der Form

x1(n) := λn

mit λ ∈ C\{0}. In Gleichung (4.3.1) eingesetzt:

λn+2 + p · λn+1 + q · λn = 0,

liefert unter Berücksichtigung, dass λ 6= 0 ist:

λ2 + p · λ+ q = 0 , (4.3.1c)

⇔ λ = −p
2
±
√(p

2

)2
− q

Beachte: Da q 6= 0 ist, ist λ = 0 keine Lösung von (4.3.1c).

Gleichung (4.3.1c) heißt charakteristischeGleichung derDifferenzengleichung (4.3.1)

undD =
(p
2

)2
− q die Diskriminante der charakteristischen Gleichung (4.3.1c).

Es gilt: Die (komplexwertige) Funktion x : N0 → C mit x(n) := λn und

λ ∈ C\{0} ist genau dann eine (komplexwertige) Lösung von (4.3.1) auf N0, wenn

λ eine (komplexe) Lösung der zugehörigen charakteristischen Gleichung (4.3.1c)

ist.

I. Fall
(p
2

)2
− q > 0

Seien λ1 := −p
2
+

√(p
2

)2
− q, λ2 := −p

2
−
√(p

2

)2
− q.

Dann sind {λ1, λ2} zwei verschiedene reelle Lösungen der charakteristi-

schen Gleichung (4.3.1c).

Die reellwertigen Funktionen x1, x2 : N0 → R mit x1(n) := λn1 und

x2(n) := λn2 bilden ein Fundamentalsystem von (4.3.1) auf N0. In der Tat:

Die Funktionen x1, x2 sind Lösungen von (4.3.1) und für alle n ∈ N0 gilt:

D(n) =

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

λn1 λn2

λn+1
1 λn+1

2

∣∣∣∣∣∣

= (λ1 · λ2)n · (λ2 − λ1) 6= 0,

denn λ1 6= λ2 und λ = 0 ist keine Lösung von (4.3.1c).
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Folgerung 4.3.3

Nach Satz 4.2.11 ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) := c1 · λn1 + c2 · λn2

und beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (4.3.1) im Fall
(p
2

)2
−q > 0.

Beispiel 4.3.4

x(n + 2)− 2x(n+ 1)− 3x(n) = 0, n ∈ N0 .

Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

λ2 − 2λ− 3 = 0 ⇔ λ = −1 oder λ = 3 .

Seien λ1 := −1 und λ2 := 3. Dann bilden die Funktionen x1, x2 : N0 → R mit

x1(n) := (−1)n und x2(n) := 3n

ein Fundamentalsystem der Gleichung x(n + 2) − 2x(n + 1) − 3x(n) = 0

auf N0. Nach Folgerung 4.3.3 ist

x(n) = c1 · (−1)n + c2 · 3n

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf N0.

II. Fall
(p
2

)2
− q = 0

Die reelle Zahl λ := −p
2
ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung

(4.3.1c) (mit Vielfachheit r = 2). Beachte: da q 6= 0 ist, ist hier p 6= 0.

Die reellwertige Funktion x1 : N0 → R mit x1(n) := λn und λ = −p
2
ist

eine Lösung von (4.3.1). Wir suchen eine weitere Lösung x2 : N0 → R in

der Form

x2(n) := λn · u(n),

wobei u : N0 → R eine neue unbekannte Funktion ist. Für jedes n ∈ N0

gilt:

x2(n + 2) + p · x2(n+ 1) + q · x2(n) = 0

⇐⇒ λn+2 · u(n+ 2) + p · λn+1 · u(n+ 1) + q · λn · u(n) = 0

⇐⇒
λ6=0

λ2 · u(n+ 2) + p · λ · u(n+ 1) + q · u(n) = 0 . (∗)
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Da λ eine Lösung der charakteristischen Gleichung ist, gilt auch

λ2 · u(n) + p · λ · u(n) + q · u(n) = 0 . (∗∗)

Eine Subtraktion der Gleichungen (∗) und (∗∗) liefert:

λ2 · (u(n+ 2)− u(n)) + p · λ · (u(n+ 1)− u(n)) = 0

⇐⇒
λ=− p

2

p2

4
· (u(n+ 2)− u(n))− p2

2
· (u(n+ 1)− u(n)) = 0

⇐⇒
p 6=0

(u(n+ 2)− u(n))− 2 · (u(n+ 1)− u(n)) = 0

⇐⇒ (u(n+ 2)− u(n+ 1))− (u(n+ 1)− u(n)) = 0 .

Für alle n ∈ N0 sei weiter w(n) := u(n+ 1)− u(n).

Dann gilt w(n+ 1) = u(n+ 2)− u(n+ 1) und

(u(n+2)−u(n+1))−(u(n+1)−u(n)) = 0 ⇔ w(n+1)−w(n) = 0 .

Für alle n ∈ N0 nehmen wir w(n) = 1.

Dann ist

u(n+ 1)− u(n) = 1.

Wir nehmen u(n) = n für alle n ∈ N0, woraus

x2(n) := λn · n

folgt.

Die Funktionen x1, x2 : N0 → R mit x1(n) := λn und x2(n) := n · λn
(wobei λ = −p

2
ist ) bilden ein Fundamentalsystem von (4.3.1) auf N0. In

der Tat gilt für alle n ∈ N0:

D(n) =

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n + 1) x2(n + 1)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
λn n · λn

λn+1 (n+ 1) · λn+1

∣∣∣∣∣

= λ2·n+1 6= 0,

da λ 6= 0 ist.
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Folgerung 4.3.5

Nach Satz 4.2.11 ist die Funktion x : N0 → R mit

x(n) := c1 · λn + c2 · n · λn = λn · (c1 + c2 · n)

und beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (4.3.1) im Fall
(p
2

)2
−q = 0.

Beispiel 4.3.6

x(n + 2) + 6x(n+ 1) + 9x(n) = 0, n ∈ N0 .

Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

λ2 + 6λ+ 9 = 0 ⇔ λ = −3 (mit Vielfachheit r = 2).

Dann bilden die Funktionen x1, x2 : N0 → R mit

x1 := (−3)n und x2 := n · (−3)n

ein Fundamentalsystem der Gleichung x(n + 2) + 6x(n + 1) + 9x(n) = 0

auf N0. Nach Folgerung 4.3.5 ist

x(n) = (−3)n · (c1 + c2 · n)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf N0.

III. Fall
(p
2

)2
− q < 0 ⇔ q −

(p
2

)2
> 0

Beachte: Hier ist q > 0.

Wegen

λ = −p
2
±
√(p

2

)2
− q = −p

2
±
√

−
(
q −

(p
2

)2)

= −p
2
± i ·

√
q −

(p
2

)2

sind λ = α ± i · β mit α := −p
2
und β :=

√
q −

(p
2

)2
zwei verschie-

dene komplexe Lösungen der charakteristischen Gleichung (4.3.1c). Die

komplexwertigen Funktionen x⋆1, x
⋆
2 : N0 → C mit

x⋆1(n) := (α + i · β)n und x⋆2(n) := (α− i · β)n

sind Lösungen der Gleichung (4.3.1).
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Weiter gilt

α+ i · β =
β 6=0

√
α2 + β2 ·

(
α√

α2 + β2
+ i · β√

α2 + β2

)
.

Mit α2 + β2 = q > 0 folgt:

α + i · β =
√
q · (cos(ϕ) + i · sin(ϕ)),

wobei das Argument ϕ durch die Bedingungen






cos(ϕ) =
α√

α2 + β2

sin(ϕ) =
β√

α2 + β2

ϕ ∈ [0; 2π)

eindeutig bestimmt ist. Da bei uns β > 0 ist, gilt daher

ϕ = arccos

(
α√

α2 + β2

)
= arccos

(
− p

2
√
q

)
∈ (0; π) .

Nach dem Satz von Moivre bekommt man für jedes n ∈ N0

(α + i · β)n = (q)
n
2 · (cos(n · ϕ) + i · sin(n · ϕ))

und

(α− i · β)n =
(
α + i · β

)n
= (α + i · β)n

= (q)
n
2 · (cos(n · ϕ)− i · sin(n · ϕ)) .

Also haben wir für jedes n ∈ N0:

x⋆1(n) = (q)
n
2 · (cos(n · ϕ) + i · sin(n · ϕ))

sowie

x⋆2(n) = (q)
n
2 · (cos(n · ϕ)− i · sin(n · ϕ)) .

Nach Satz 4.2.5 sind somit auch Re(x⋆1(n)), Im(x⋆1(n)), Re(x
⋆
2(n)) und

Im(x⋆2(n)) Lösungen der Gleichung (4.3.1).
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Wir wählen (z.B.)

x1(n) := Re(x⋆1(n)) = (q)
n
2 · cos(n · ϕ)

und

x2(n) := Im(x⋆1(n)) = (q)
n
2 · sin(n · ϕ).

Dann bilden die Funktionen x1, x2 : N0 → R ein Fundamentalsystem von

(4.3.1) auf N0. In der Tat gilt für jedes n ∈ N0:

D(n) =

∣∣∣∣∣
x1(n) x2(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

(q)
n
2 · cos(n · ϕ) (q)

n
2 · sin(n · ϕ)

(q)
n+1

2 · cos((n+ 1) · ϕ) (q)
n+1

2 · sin((n + 1) · ϕ)

∣∣∣∣∣∣

= (q)
n
2 · (q)n+1

2 ·
(
sin((n+ 1) · ϕ) · cos(n · ϕ)

− cos((n+ 1) · ϕ) · sin(n · ϕ)
)

= (q)n · (q) 1

2 · sin(ϕ) 6= 0 ,

denn q 6= 0 und sin(ϕ) =
β√

α2 + β2
6= 0.

Folgerung 4.3.7

Nach Satz 4.2.11 ist im Fall
(p
2

)2
− q < 0 die Funktion x : N0 → R mit

x(n) = c1 · (q)
n
2 · cos(n · ϕ) + c2 · (q)

n
2 · sin(n · ϕ)

= (q)
n
2 · (c1 · cos(n · ϕ) + c2 · sin(n · ϕ))

und beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (4.3.1) auf N0.

Dabei ist ϕ = arccos

(
− p

2
√
q

)
.

Beispiel 4.3.8

i) x(n+ 2) + 9x(n) = 0, n ∈ N0.

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet:

λ2 + 9 = 0 ⇔ λ = ±i · 3.
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Es gilt α = 0, β = 3 und ϕ =
π

2
. Dann bilden die Funktionen x1, x2 :

N0 → R mit x1(n) := 3n · cos
(π
2
· n
)
und x2(n) := 3n · sin

(π
2
· n
)
ein

Fundamentalsystem der Gleichung x(n + 2) + 9x(n) = 0 auf N0.

Nach Folgerung 4.3.7 ist

x(n) = 3n ·
(
c1 · cos

(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf N0.

ii) x(n+ 2) + 2x(n + 1) + 5x(n) = 0, n ∈ N0.

Die entsprechende charakteristische Gleichung ist

λ2 + 2λ+ 5 = 0 ⇔ λ = −1 ± i · 2.

Es gilt α = −1, β = 2 und ϕ = arccos

(
− 1√

5

)
. Dann bilden die

Funktionen x1, x2 : N0 → R mit x1(n) := (
√
5)n · cos(n · ϕ) und

x2(n) := (
√
5)n · sin(n · ϕ) ein Fundamentalsystem der homogenen Glei-

chung x(n + 2) + 2x(n + 1) + 5x(n) = 0 auf N0.

Nach Folgerung 4.3.7 ist

x(n) = 5
n
2 · (c1 · cos(n · ϕ) + c2 · sin(n · ϕ))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung dieser Gleichung auf N0.

Dabei ist ϕ = arccos

(
− 1√

5

)
.

Beispiel 4.3.9 (Fibonacci-Zahlen10)

Definition: Die unendliche Folge 〈Fn〉n∈N0
der natürlichen Zahlen, die rekur-

siv durch

Fn := Fn−1 + Fn−2

für n > 2 mit den Anfangswerten F0 = 0 und F1 = 1 definiert ist, heißt Fi-

bonacci- Folge. Die darin enthaltenen Zahlen heißen Fibonacci-Zahlen. Wir

können diese als folgendes Anfangswertproblem auffassen:




x(n+ 2)− x(n + 1)− x(n) = 0, n ∈ N0 ,

x(0)= 0 ,

x(1)= 1 .

10Leonardo da Pisa, auch Fibonacci genannt, ca. 1170-1240
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Die charakteristische Gleichung der homogenen Differenzengleichung lautet

λ2 − λ− 1 = 0 ⇔ λ =
1±

√
5

2
.

Nach Folgerung 4.3.3 ist mit beliebigen c1, c2 ∈ R die Funktion

x(n) = c1 ·
(
1 +

√
5

2

)n

+ c2 ·
(
1−

√
5

2

)n

die allgemeine Lösung der homogenen Differenzengleichung. Wir suchen spe-

zielle c1, c2 ∈ R, mit:





x(0) = 0

x(1) = 1
⇔






c1 + c2 = 0

c1 ·
1 +

√
5

2
+ c2 ·

1−
√
5

2
= 1

⇔






c1 =
1√
5

c2 = − 1√
5

Dann gilt für jedes n ∈ N0

x(n) =
1√
5
·
((

1 +
√
5

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n)
,

welche Formel von Binet
11 genannt wird.

Übung

Weisen Sie nach: Der �otient zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-

Zahlen nähert sich dem Goldenen Schni�. Also gilt lim
n→∞

Fn+1

Fn

=
1 +

√
5

2
.

Beispiel 4.3.10

Für a, b ∈ R\{0} und µ0, µ1 ∈ R betrachten wir





x(n + 2)− (a+ b) · x(n+ 1) + a · b · x(n) = 0, n ∈ N0 ,

x(0)=µ0 ,

x(1)=µ1 .

11Jacques Philippe Marie Binet, 1786-1856
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Die charakteristische Gleichung der homogenen Differenzengleichung lautet

λ2 − (a+ b) · λ+ a · b = 0 ⇔ λ =
a+ b

2
± a− b

2
.

I. Fall a 6= b Dann besitzt die charakteristische Gleichung zwei verschiedene

reelle Lösungen. Seien λ1 := a, λ2 := b. Nach Folgerung 4.3.3 ist

x(n) = c1 · an + c2 · bn

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen Differenzen-

gleichung auf N0. Wir suchen spezielle c1, c2 ∈ R, mit:




x(0) = µ0

x(1) = µ1

⇔




c1 + c2 = µ0

c1 · a+ c2 · b = µ1

Es gilt:

△:=

∣∣∣∣∣
1 1

a b

∣∣∣∣∣ = b− a 6= 0, denn a 6= b

sowie

△1:=

∣∣∣∣∣
µ0 1

µ1 b

∣∣∣∣∣ = b · µ0 − µ1 und △2:=

∣∣∣∣∣
1 µ0

a µ1

∣∣∣∣∣ = µ1 − a · µ0

Nach der Cramer’schen Regel folgt:

c1 =
△1

△
=
b · µ0 − µ1

b− a
, c2 =

△2

△
=
µ1 − a · µ0

b− a
.

Dann ist

x(n) =
(b · µ0 − µ1) · an + (µ1 − a · µ0) · bn

b− a

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems 4.3.10 im Fall a 6= b.

II. Fall a = b Dann besitzt die charakteristische Gleichung eine reelle Lösung

λ = a (mit Vielfachheit r = 2). Nach Folgerung 4.3.5 ist

x(n) = an · (c1 + c2 · n)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der homogenen Differenzen-

gleichung auf N0.

– 146 –



§ 4.4. Lineare inhomogene Differenzengleichung zweiter Ordnung

Wir suchen spezielle c1, c2 ∈ R, mit:





x(0) = µ0

x(1) = µ1

⇔





c1 = µ0

a · (c1 + c2) = µ1

⇔





c1 = µ0

c2 =
µ1 − a · µ0

a

Dann ist

x(n) = µ0 · an + (µ1 − a · µ0) · n · an−1

die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems 4.3.10 im Fall a = b.

Übung

Weisen Sie nach: Fall I verhält sich wie Fall II, wenn b → a läu�.

4.4 Lineare inhomogene Differenzengleichung

zweiter Ordnung

Satz 4.4.1

Gegeben seien die Funktionen p, q, f : N0 → R, wobei q(n) 6= 0 für alle n ∈ N0

ist. Dann lässt sich die Lösungsmenge L der inhomogenen Differenzengleichung 2.

Ordnung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = f(n) (4.4.1)

aufN0 schreiben als: L = x∗+L0, wobeiL0 die Lösungsmenge der entsprechenden

homogenen Gleichung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = 0 (4.4.1h)

und x∗(n) eine (sog. partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung ist.
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Beweis:

Wir haben bereits in Satz 4.2.15 gesehen, dass L0 nichtleer ist. Wir werden in

Bemerkung 4.4.4 zeigen, dass auch L 6= ∅, mit anderen Worten existiert eine

partikuläre Lösung x∗(n) von (4.4.1) und es gilt auf N0

x∗(n+ 2) + p(n) · x∗(n+ 1) + q(n) · x∗(n) = f(n) .

1. Sei xL(n) ∈ L eine beliebige Lösung von (4.4.1). Dann gilt für jedes n ∈ N0

xL(n+ 2) + p(n) · xL(n+ 1) + q(n) · xL(n) = f(n) ,

und somit

(xL(n+ 2)− x∗(n+ 2)) + p(n) · (xL(n+ 1)− x∗(n+ 1))

+q(n) · (xL(n)− x∗(n)) = 0 .

D.h., x̃(n) := xL(n)− x∗(n) ist eine Lösung der homogenen Gleichung

x(n + 2) + p(n) · x(n + 1) + q(n) · x(n) = 0

auf N0. Also gilt für jedes xL(n) ∈ L:

xL(n) = x∗(n) + x̃(n) ∈ x∗(n) + L0 und L ⊆ x∗(n) + L0.

2. Sei nun x̃(n) ∈ L0 eine beliebige Lösung der homogenen Gleichung. Dann

gilt für jedes n ∈ N0 :

x̃(n+ 2) + p(n) · x̃(n + 1) + q(n) · x̃(n) = 0

Da x∗(n) eine (partikuläre) Lösung der inhomogenen Gleichung (4.4.1) ist,

folgt

(x̃(n+ 2) + x∗(n+ 2)) + p(n) · (x̃(n + 1) + x∗(n + 1))

+q(n) · (x̃(n) + x∗(n)) = f(n)

D. h., x(n) := x̃(n) + x∗(n) ist eine Lösung der inhomogenen Gleichung

(4.4.1). Also gilt für jedes x̃(n) ∈ L0

x∗(n) + x̃(n) ∈ L und x∗(n) + L0 ⊆ L.

Insgesamt haben wir L = x∗(n) + L0 gezeigt. �
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Folgerung 4.4.2

Sei {x1, x2} ein Fundamentalsystem der homogenen Differenzengleichung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = 0 (4.4.1h)

aufN0. Lässt man in c1 ·x1(n)+c2 ·x2(n) die Koeffizienten c1, c2 ∈ R unabhängig

voneinander dieMenge der reellen Zahlen durchlaufen, so erhält man alle Lösungen

der homogenen Gleichung (4.4.1h).

Also gilt für die Lösungsmenge

L0 = {c1 · x1(n) + c2 · x2(n) : c1, c2 ∈ R},

dabei heißt c1 ·x1(n)+c2 ·x2(n) allgemeine Lösung der homogenen Gleichung. Ist

jetzt x∗(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.4.1), dann gilt

nach Satz 4.4.1 für die Lösungsmenge:

L = {c1 · x1(n) + c2 · x2(n) + x∗(n) : c1, c2 ∈ R}.

Man sagt: Durch x(n) = c1 · x1(n) + c2 · x2(n) + x∗(n) ist die allgemeine Lösung

der linearen inhomogenen Differenzengleichung 2. Ordnung (4.4.1) gegeben.

Oder auch: Die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Differenzenglei-

chung 2. Ordnung hat die Form

x(n) = x̃(n) + x∗(n), (4.4.2)

wobei x̃(n) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Glei-

chung und x∗(n) eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung ist.

Beispiel 4.4.3

x(n + 2)− 9x(n) = n, n ∈ N0 . (4.4.3)

1) Die entsprechende homogene Gleichung lautet

x(n + 2)− 9x(n) = 0 (4.4.3h)

und die charakteristische Gleichung ist

λ2 − 9 = 0 ⇔ λ = ±3.
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Nach Folgerung 4.3.3 ist

x̃(n) := c1 · 3n + c2 · (−3)n mit beliebigen c1, c2 ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung (4.4.3h).

2) Wie ist nun x∗(n) zu wählen?

Dazu betrachten wir den Ansatz x∗(n) := A ·n+B mit A,B ∈ R. Dann gilt

für jedes n ∈ N0 :

x∗(n+ 2)− 9x∗(n) = n, ⇔ A · (n+ 2) +B − 9 · (A · n +B) = n .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:





−8A = 1

2A− 8B = 0
⇔






A = −1

8

B = − 1

32

Dann ist x∗(n) := −1

8
· n − 1

32
eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung (4.4.3). Nach Satz 4.4.1 und Folgerung 4.4.2 ist

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c1 · 3n + c2 · (−3)n +

(
−1

8
· n− 1

32

)

die allgemeine Lösung der inhomogenenDifferenzengleichung (4.4.3) aufN0.

Bemerkung 4.4.4 (Variation der Konstanten)

Gegeben seien die Funktionen p, q, f : N0 → R, wobei q(n) 6= 0 für alle n ∈ N0

ist. Sei weiter {x1, x2} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = 0 .

Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = f(n)

findet man nach dem Verfahren der Variation der Konstanten:
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Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form:

x∗(n) = c1(n) · x1(n) + c2(n) · x2(n),

wobei c1, c2 : N0 → R unbekannte Funktionen sind. Dann gilt (nach Einsetzung

in (4.4.1)):

c1(n + 2) · x1(n + 2) + c2(n+ 2) · x2(n+ 2)

+p(n) · (c1(n+ 1) · x1(n + 1) + c2(n+ 1) · x2(n+ 1)) (∗)
+q(n) · (c1(n) · x1(n) + c2(n) · x2(n)) = f(n) .

Da die Funktionen x1, x2 die Lösungen der homogenen Gleichung sind gilt:

c1(n) · x1(n+ 2) + c1(n) · p(n) · x1(n + 1)

+c1(n) · q(n) · x1(n) = 0 , (∗∗)

c2(n) · x2(n+ 2) + c2(n) · p(n) · x2(n + 1)

+c2(n) · q(n) · x2(n) = 0 . (∗ ∗ ∗)

Dann liefert (∗) − (∗∗) − (∗ ∗ ∗):

(c1(n+ 2)− c1(n)) · x1(n+ 2)

+(c2(n + 2)− c2(n)) · x2(n+ 2)

+p(n) ·
(
(c1(n+ 1)− c1(n)) · x1(n+ 1)

+(c2(n+ 1)− c2(n)) · x2(n+ 1)
)
= f(n)

⇔ ((c1(n + 2)− c1(n + 1)) + (c1(n+ 1)− c1(n))) · x1(n+ 2)

+((c2(n + 2)− c2(n+ 1)) + (c2(n+ 1)− c2(n))) · x2(n+ 2)

+p(n) ·
(
(c1(n+ 1)− c1(n)) · x1(n+ 1)

+(c2(n+ 1)− c2(n)) · x2(n+ 1)
)
= f(n)
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⇔ (c1(n+ 2)− c1(n+ 1)) · x1(n+ 2)

+(c2(n+ 2)− c2(n+ 1)) · x2(n+ 2)

+(c1(n+ 1)− c1(n)) · x1(n+ 2)

+(c2(n + 1)− c2(n)) · x2(n+ 2)

+p(n) ·
(
(c1(n + 1)− c1(n)) · x1(n + 1)

+(c2(n + 1)− c2(n)
)
· x2(n+ 1)) = f(n) .

(∗ ∗ ∗∗)
Als zusätzliche Bedingung auf N0 nehmen wir an:

(c1(n+ 1)− c1(n)) · x1(n+ 1)

+(c2(n+ 1)− c2(n)) · x2(n+ 1) = 0 . (+)

Dann ist

(c1(n+ 2)− c1(n + 1)) · x1(n+ 2)

+(c2(n+ 2)− c2(n+ 1)) · x2(n+ 2) = 0 .

Und eingesetzt in (∗ ∗ ∗∗):

(c1(n+ 1)− c1(n)) · x1(n+ 2)

+(c2(n+ 1)− c2(n)) · x2(n+ 2) = f(n) . (++)

Wir setzten

w1(n) := c1(n+ 1)− c1(n) und w2(n) := c2(n+ 1)− c2(n).

Mit Hilfe von (+) und (++) erhalten wir ein lineares Gleichungssystem für die

unbekannten Funktionen w1(n), w2(n) : N0 → R, nämlich:




w1(n) · x1(n+ 1) + w2(n) · x2(n+ 1) = 0

w1(n) · x1(n+ 2) + w2(n) · x2(n+ 2) = f(n)

mit der Hauptdeterminante

△:=

∣∣∣∣∣
x1(n+ 1) x2(n + 1)

x1(n+ 2) x2(n + 2)

∣∣∣∣∣ .
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Nach Definition 4.2.7 ist △= D(n + 1) die Casorati-Determinante der Funktio-

nen x1, x2. Da {x1, x2} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist, gilt

D(n + 1) 6= 0 für alle n ∈ N0. Dann ist das lineare Gleichungssystem mit den

Unbekannten w1(n), w2(n) eindeutig lösbar. Mit der Cramer’schen Regel erhalten

wir

△1:=

∣∣∣∣∣
0 x2(n + 1)

f(n) x2(n + 2)

∣∣∣∣∣ , △2=

∣∣∣∣∣
x1(n + 1) 0

x1(n + 2) f(n)

∣∣∣∣∣

und

w1(n) =
△1

△
= −x2(n + 1) · f(n)

D(n+ 1)
,

w2(n) =
△2

△
=
x1(n+ 1) · f(n)

D(n+ 1)
.

Da wir

w1(n) := c1(n+ 1)− c1(n)

und

w2(n) := c2(n+ 1)− c2(n).

gesetzt haben, folgt

c1(n+ 1) =

n∑

k=0

w1(k) + c1(0) bzw. c2(n + 1) =

n∑

k=0

w2(k) + c2(0) ,

wobei c1(0), c2(0) ∈ R beliebig gewählt werden können. Also gilt für jedes n ∈ N0:

c1(n) =
n−1∑

k=0

w1(k) + c1(0) bzw. c2(n) =
n−1∑

k=0

w2(k) + c2(0). (4.4.4)

Wir erhalten die Funktionen c1, c2 : N0 → R und somit eine partikuläre Lösung

der inhomogenen Differenzengleichung in der Form

x∗(n) = c1(n) · x1(n) + c2(n) · x2(n).
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Beispiel 4.4.5

x(n + 2)− x(n) =
2

n2 + 4n+ 3
, n ∈ N0 . (4.4.5)

1) Die entsprechende homogene Gleichung lautet

x(n+ 2)− x(n) = 0 (4.4.5h)

und die charakteristische Gleichung ist

λ2 − 1 = 0 ⇔ λ = ±1 .

Seien λ1 := 1 und λ2 := −1. Nach Folgerung 4.3.3 ist

x̃(n) = c1 + c2 · (−1)n

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung (4.4.5h).

Die Funktionen x1(n) := 1 und x2(n) := (−1)n bilden ein Fundamentalsys-

tem der homogenen Gleichung auf N0.

2) Wir suchen nun x∗ mit dem Verfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 4.4.4 erhalten wir für alle n ∈ N0:





w1(n) · 1 + w2(n) · (−1)n+1 = 0

w1(n) · 1 + w2(n) · (−1)n+2 =
2

n2 + 4n+ 3

mit der Hauptdeterminante

△ := D(n+ 1) =

∣∣∣∣∣
x1(n + 1) x2(n + 1)

x1(n + 2) x2(n + 2)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

1 (−1)n+1

1 (−1)n+2

∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+2 − (−1)n+1 = 2 · (−1)n ,

sowie

△1 :=

∣∣∣∣∣∣∣

0 (−1)n+1

2

n2 + 4n+ 3
(−1)n+2

∣∣∣∣∣∣∣
=

−2 · (−1)n+1

n2 + 4n+ 3
=

2 · (−1)n

n2 + 4n + 3
,
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und

△2 :=

∣∣∣∣∣∣∣

1 0

1
2

n2 + 4n+ 3

∣∣∣∣∣∣∣
=

2

n2 + 4n+ 3
.

Nach der Cramer’schen Regel gilt für jedes n ∈ N0:

w1(n) =
△1

△
=

1

n2 + 4n+ 3
=

1

2
·
[

1

n + 1
− 1

n + 3

]

und

w2(n) =
△2

△
=

1

(−1)n · (n2 + 4n+ 3)
=

(−1)n

n2 + 4n+ 3

=
(−1)n

2
·
[

1

n + 1
− 1

n + 3

]
.

Weiter gilt nach Bemerkung 4.4.4:

c1(n) =
n−1∑

k=0

w1(k) + c1(0) =
n−1∑

k=0

1

2
·
(

1

k + 1
− 1

k + 3

)
+ c1(0)

=
1

2
·
[(

1 +
1

2

)
−
(

1

n + 1
+

1

n + 2

)]
+ c1(0)

und

c2(n) =

n−1∑

k=0

w2(k) + c2(0) =

n−1∑

k=0

(−1)k

2
·
(

1

k + 1
− 1

k + 3

)
+ c2(0)

=
1

2
·
[(

1− 1

2

)
− (−1)n ·

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)]
+ c2(0).

Mit c1(0) = −3

4
und c2(0) = −1

4
bekommenwir folgende partikuläre Lösung

der inhomogenen Differenzengleichung (4.4.5):

x∗(n) = c1(n) · x1(n) + c2(n) · x2(n)

= −1

2
·
[

1

n + 1
+

1

n + 2

]
− (−1)n

2
·
[

1

n + 1
− 1

n + 2

]
· (−1)n

= −1

2
·
[

1

n + 1
+

1

n + 2

]
− 1

2
·
[

1

n+ 1
− 1

n+ 2

]
= − 1

n + 1
.

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.4.5) auf N0 ist somit

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c1 + c2 · (−1)n − 1

n + 1

mit beliebigen c1, c2 ∈ R.
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Satz 4.4.6 (Superpositionsprinzip)

Gegeben seien die Funktionen p, q, f1, f2 : N0 → R, wobei q(n) 6= 0 für alle

n ∈ N0 ist. Seien weiter x∗1(n) eine partikuläre Lösung von

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = f1(n) (4.4.6a)

und x∗2(n) eine partikuläre Lösung von

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = f2(n). (4.4.6b)

Dann ist x∗(n) := x∗1(n) + x∗2(n) eine partikuläre Lösung von

x(n + 2) + p(n) · x(n+ 1) + q(n) · x(n) = f1(n) + f2(n). (4.4.7)

Beweis:

Einsetzen von x∗(n) in (4.4.7) liefert die Behauptung, weil x∗1(n) und x
∗
2(n) par-

tikuläre Lösungen der entsprechenden Gleichungen sind.

�

4.5 Lineare inhomogene Differenzengleichung

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten

Definition 4.5.1

Gegeben seien eine Funktion f : N0 → R und reelle Zahlen p, q ∈ R mit q 6= 0.

Gesucht ist eine Funktion x : N0 → R, sodass für alle n ∈ N0 gilt:

x(n + 2) + p · x(n+ 1) + q · x(n) = f(n) . (4.5.1)

Die Gleichung (4.5.1) heißt lineare inhomogene Differenzengleichung zweiter Ord-

nung mit konstanten Koeffizienten. Die Funktion x : N0 → R heißt Lösung der

Gleichung (4.5.1) auf N0. (Vgl. Definition 4.1.1, Bemerkung 4.1.3, Definition 4.3.1).
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Bemerkung 4.5.2

Nach Folgerung 4.4.2 hat die allgemeine Lösung der linearen inhomogenen Diffe-

renzengleichung (4.5.1) die Form

x(n) = x̃(n) + x∗(n), (4.5.2)

wobei x̃(n) die allgemeine Lösung der entsprechenden linearen homogenen Diffe-

renzengleichung

x(n + 2) + p · x(n+ 1) + q · x(n) = 0 (4.5.1h)

und x∗(n) eine partikuläre Lösung der linearen inhomogenenDifferenzengleichung

(4.5.1) ist. Die allgemeine Lösung x̃(n) von (4.5.1h) bekommt man, wenn man die

charakteristische Gleichung

λ2 + p · λ+ q = 0 (4.5.1c)

untersucht (s. Folgerungen 4.3.3, 4.3.5 , 4.3.7).

Wir betrachten nun die Form partikulärer Lösungenx∗(n) von (4.5.1) für einige

Sonderfälle der rechten Seite f : N0 → R:

i) f(n) := Pm(n) ein Polynom vom Gradm ∈ N0.

a) λ = 1 ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = Qm(n),

wobeiQm(n) ein Polynom vom Gradmmit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 4.5.4: x(n + 2)− x(n + 1) + x(n) = n3 + 6)

b) λ = 1 ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c) (mit Viel-

fachheit r ∈ N).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = nr ·Qm(n),

wobeiQm(n) ein Polynom vom Gradmmit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 4.5.5: x(n + 2)− 2x(n + 1) + x(n) = 2)
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ii) f(n) := γn · Pm(n), wobei γ ∈ R\{0, 1} und Pm(n) ein Polynom vom Grad

m ∈ N0 ist.

a) λ = γ ist keine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = γn ·Qm(n),

wobeiQm(n) ein Polynom vom Gradmmit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 4.5.6: x(n + 2)− 3x(n + 1)− 4x(n) = (6n− 8) · 2n)

b) λ = γ ist eine Lösung der charakteristischen Gleichung (4.5.1c) (mit Viel-

fachheit r ∈ N).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = nr · γn ·Qm(n),

wobeiQm(n) ein Polynom vom Gradmmit unbekannten Koeffizienten ist.

(s. Beispiel 4.5.7: x(n + 2) + 5x(n+ 1) + 6x(n) = (8n− 2) · (−2)n)

iii) f(n) := Pm(n) · cos(nψ) + Ql(n) · sin(nψ), wobei ψ ∈ R\{πk} mit

k ∈ Z. Dabei sind Pm(n), Ql(n) Polynome vom Grad m, l ∈ N0 oder genau

ein Polynom ist das Nullpolynom.

a) λ = cos(ψ) ± i · sin(ψ) sind keine Lösungen der charakteristischen Glei-

chung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = SN (n) · cos(nψ) + TN (n) · sin(nψ),

wobei SN(n), TN(n) Polynome vom Grad nicht mehr alsN := max{m, l}
mit unbekannten Koeffizienten sind.
(
s. Beispiel 4.5.8: x(n + 2) + 4x(n) = 17n · sin

(π
4
· n
))
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b) λ = cos(ψ) ± i · sin(ψ) sind Lösungen der charakteristischen Gleichung

(4.5.1c) (mit Vielfachheit r ∈ N).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = nr · (SN (n) · cos(nψ) + TN(n) · sin(nψ)),

wobei SN(n), TN(n) Polynome vom Grad nicht mehr alsN := max{m, l}
mit unbekannten Koeffizienten sind.(
s. Beispiel 4.5.9: x(n + 2) + x(n) = cos

(π
2
· n
))

iv) f(n) := ρn · (Pm(n) · cos(nψ) + Ql(n) · sin(nψ)), wobei ρ ∈ R mit ρ > 0

und ρ 6= 1, ψ ∈ R\{πk}mit k ∈ Z. Dabei sind Pm(n), Ql(n) Polynome vom

Gradm, l ∈ N0 oder genau ein Polynom ist das Nullpolynom.

a) λ = ρ · (cos(ψ) ± i · sin(ψ)) sind keine Lösungen der charakteristischen

Gleichung (4.5.1c).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = ρn · (SN(n) · cos(nψ) + TN(n) · sin(nψ)),

wobei SN(n), TN(n) Polynome vom Grad nicht mehr alsN := max{m, l}
mit unbekannten Koeffizienten sind.(
s. Beispiel 4.5.10: x(n + 2) + 2x(n + 1) + 4x(n) = 2n · sin

(π
2
· n
))

b) λ = ρ·(cos(ψ)±i·sin(ψ)) sind Lösungen der charakteristischen Gleichung
(4.5.1c) (mit Vielfachheit r ∈ N).

Wir suchen eine partikuläre Lösung in der Form

x∗(n) = nr · ρn · (SN(n) · cos(nψ) + TN (n) · sin(nψ)),

wobei SN(n), TN(n) Polynome vom Grad nicht mehr alsN := max{m, l}
mit unbekannten Koeffizienten sind.(
s. Beispiel 4.5.11: x(n + 2) + 9x(n) = 3n+2 · cos

(π
2
· n
))

Bemerkung 4.5.3 ( zu den Teilen iii und iv)

Für alle ψ ∈ R und n ∈ Z gilt:

cos(n ·(ψ+π)) = cos(nψ) ·(−1)n, sin(n ·(ψ+π)) = sin(nψ) ·(−1)n. (4.5.3)
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Sei f : N0 → R eine Funktion mit

f(n) := (−1)n · [Pm(n) · cos(nψ) +Ql(n) · sin(nψ)]
bzw.

f(n) := (−1)n · ρn · [Pm(n) · cos(nψ) +Ql(n) · sin(nψ)],

wobei ρ ∈ R mit ρ > 0 und ρ 6= 1, ψ ∈ R\{πk} mit k ∈ Z. Ferner sind

Pm(n), Ql(n) Polynome vom Grad m, l ∈ N0 oder genau ein Polynom ist das

Nullpolynom. Dann gilt

f(n) = Pm(n) · cos(n(ψ + π)) +Ql(n) · sin(n(ψ + π))

bzw.

f(n) = ρn · [Pm(n) · cos(n(ψ + π)) +Ql(n) · sin(n(ψ + π))] .

Wir setzen nun θ := ψ + π und suchen eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Differenzengleichung (4.4.1) wie in iii) bzw. iv). Wie oben, ist es entscheidend, ob

λ = cos(θ) ± i · sin(θ) bzw. λ = ρ · (cos(θ) ± i · sin(θ)) keine Lösungen oder

sehr wohl Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r) der charakteristischen Gleichung

(4.3.1c) sind.(
s. Beispiel 4.5.12: x(n + 2) +

√
3 · x(n+ 1) + x(n) = (−1)n · sin

(π
6
· n
))

Beispiel 4.5.4

x(n + 2)− x(n + 1) + x(n) = n3 + 6, n ∈ N0 . (4.5.4)

1) x(n+2)− x(n+1)+ x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 − λ+ 1 = 0 ⇔ λ =
1

2
± i ·

√
3

2
(jeweils mit Vielfachheit r = 1) .

Hier gilt α =
1

2
, β =

√
3

2
, ϕ = arccos

(
1

2

)
=
π

3
, q = 1, und nach Folgerung

4.3.7 ist

x̃(n) = c1 · cos
(π
3
· n
)
+ c2 · sin

(π
3
· n
)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf N0.
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2) Wir haben P3(n) = n3 + 6. Da 1 keine Lösung unserer charakteristischen

Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre Lösung der

inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = A · n3 +B · n2 + C · n+D mit A,B,C,D ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.4) ergibt:

(A · (n+ 2)3 +B · (n + 2)2 + C · (n+ 2) +D)

−(A · (n+ 1)3 + B · (n+ 1)2 + C · (n+ 1) +D)

+C · (n+ 1) +D) + (A · n3 +B · n2 + C · n+D) = n3 + 6

⇔ A · n3 + (3A+B) · n2 + (9A+ 2B + C) · n
+(7A+ 3B + C +D) = n3 + 6 .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:





A = 1

3A+B = 0

9A+ 2B + C = 0

7A+ 3B + C +D = 6

⇔





A = 1

B = −3

C = −3

D = 11

Dann ist

x∗(n) = n3 − 3n2 − 3n+ 11

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= c1 · cos
(π
3
· n
)
+ c2 · sin

(π
3
· n
)
+ n3 − 3n2 − 3n+ 11

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.4) auf N0.
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Beispiel 4.5.5

x(n + 2)− 2x(n+ 1) + x(n) = 2, n ∈ N0 . (4.5.5)

1) x(n+2)−2x(n+1)+x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 − 2λ+ 1 = 0 ⇔ λ = 1 (mit Vielfachheit r = 2).

Nach Folgerung 4.3.5 ist

x̃(n) = c1 + c2 · n mit beliebigen c1, c2 ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf N0.

2) Wir haben P0(n) = 2. Da λ = 1 eine Lösung mit Vielfachheit r = 2 unse-

rer charakteristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine

partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = n2 · A = An2 mit A ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.5) ergibt:

A · (n+ 2)2 − 2 · A · (n+ 1)2 + A · n2 = 2 ⇔ 2A = 2 ⇔ A = 1 .

Dann ist

x∗(n) = n2

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c1 + c2 · n + n2

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.5) auf N0.
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Beispiel 4.5.6

x(n + 2)− 3x(n + 1)− 4x(n) = (6n− 8) · 2n, n ∈ N0 . (4.5.6)

1) x(n+2)−3x(n+1)−4x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 − 3λ− 4 = 0 ⇔ λ = 4 oder λ = −1 (jeweils mit Vielfachheit r = 1)

Seien λ1 := 4 und λ2 := −1. Nach Folgerung 4.3.3 ist

x̃(n) = c1 · 4n + c2 · (−1)n mit beliebigen c1, c2 ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf N0.

2) Wir haben γ = 2 und P1(n) = 6n− 8. Da 2 keine Lösung unserer charakte-

ristischen Gleichung ist, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre

Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = 2n · (An+B) mit A,B ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.6) ergibt:

2n+2 · (A(n+ 2) +B)

−3 · 2n+1 · (A(n+ 1) +B)− 4 · 2n · (An +B) = (6 · n− 8) · 2n

⇐⇒
2n 6=0

4 · (A(n+ 2) +B)

−3 · 2 · (A(n+ 1) +B)− 4 · (An +B) = 6n− 8

⇐⇒ (−6A · n) + (2A− 6B) = 6n− 8 .

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




−6A = 6

2A− 6B = −8
⇐⇒




A = −1

B = 1

Dann ist

x∗(n) = (−n+ 1) · 2n
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eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n) = c1 · 4n + c2 · (−1)n + (−n + 1) · 2n

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.6) auf N0.

Beispiel 4.5.7

x(n + 2) + 5x(n+ 1) + 6x(n) = (8n− 2) · (−2)n, n ∈ N0 . (4.5.7)

1) x(n+2)+5x(n+1)+6x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 + 5λ+ 6 = 0 ⇔ λ = −2 oder λ = −3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Seien λ1 := −2 und λ2 := −3. Nach Folgerung 4.3.3 ist

x̃(n) = c1 · (−2)n + c2 · (−3)n mit beliebigen c1, c2 ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf N0.

2) Wir haben γ = −2 und P1(n) = 8n − 2. Da λ = −2 eine Lösung mit

Vielfachheit r = 1 unserer charakteristischenGleichung ist, suchenwir nach

Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der

Form

x∗(n) = n1 · (−2)n · (An +B) = (−2)n · (An2 +Bn) mit A,B ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.7) ergibt:

(−2)n+2 · (A(n+ 2)2 +B(n + 2))

+5 · (−2)n+1 · (A(n + 1)2 +B(n+ 1))

+6 · (−2)n · (An2 +Bn) = (8n− 2) · (−2)n

⇐⇒
(−2)n 6=0

4 · (A(n + 2)2 +B(n+ 2))

−5 · 2 · (A(n+ 1)2 +B(n + 1))

+6 · (An2 +Bn) = 8n− 2

⇐⇒ (−4A) · n+ (6A− 2B) = 8n− 2 .
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:



−4A = 8

6A− 2B = −2
⇐⇒




A = −2

B = −5

Dann ist

x∗(n) = (−2n2 − 5n) · (−2)n

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= c1 · (−2)n + c2 · (−3)n + (−2n2 − 5n) · (−2)n

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.7) auf N0.

Beispiel 4.5.8

x(n+ 2) + 4x(n) = 17n · sin
(π
4
· n
)
, n ∈ N0 . (4.5.8)

1) x(n + 2) + 4x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha-

rakteristische Gleichung lautet

λ2 + 4 = 0 ⇔ λ = ±i · 2 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = 0, β = 2, ϕ = arccos (0) =
π

2
, q = 4 und nach Folgerung 4.3.7

ist

x̃(n) = (4)
n
2 ·
(
c1 · cos

(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
))

= 2n ·
(
c1 · cos

(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf N0.

2) Wir haben ψ =
π

4
, P (n) ≡ 0 (Nullpolynom) und Q1(n) = 17n.

Da cos
π

4
±i·sin π

4
=

√
2

2
±i·

√
2

2
keine Lösungen unserer charakteristischen

Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre Lösung

der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = (An +B) · cos
(π
4
· n
)
+ (Cn+D) · sin

(π
4
· n
)

mit A,B,C,D ∈ R.
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.8) ergibt:

(A(n+ 2) +B) · cos
(π
4
· (n+ 2)

)

+(C(n+ 2) +D) · sin
(π
4
· (n+ 2)

)

+4 ·
(
(An +B) · cos

(π
4
· n
)

+(Cn+D) · sin
(π
4
· n
))

= 17n · sin
(π
4
· n
)

⇔ (A(n + 2) +B) ·
(
− sin

(π
4
· n
))

+(C(n+ 2) +D) · cos
(π
4
· n
)

+4 ·
(
(An +B) · cos

(π
4
· n
)

+(Cn+D) · sin
(π
4
· n
))

= 17n · sin
(π
4
· n
)

⇔ (4An+ 4B + C(n+ 2) +D) · cos
(π
4
· n
)

+(4Cn+ 4D − A(n+ 2)− B) · sin
(π
4
· n
)
= 17n · sin

(π
4
· n
)
.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:





4A+ C = 0

4B + 2C +D = 0

−A+ 4C = 17

−2A− B + 4D = 0

⇔





A = −1

B = −30

17

C = 4

D = −16

17

Dann ist

x∗(n) =

(
−n− 30

17

)
· cos

(π
4
· n
)
+

(
4n− 16

17

)
· sin

(π
4
· n
)

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= 2n ·
(
c1 · cos

(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
))

+

(
−n− 30

17

)
· cos

(π
4
· n
)
+

(
4n− 16

17

)
· sin

(π
4
· n
)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.8) auf N0.
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Beispiel 4.5.9

x(n + 2) + x(n) = cos
(π
2
· n
)
, n ∈ N0 . (4.5.9)

1) x(n + 2) + x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha-

rakteristische Gleichung lautet

λ2 + 1 = 0 ⇔ λ = ±i (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = 0, β = 1, ϕ = arccos (0) =
π

2
, q = 1 und nach Folgerung 4.3.7

ist

x̃(n) = c1 · cos
(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf N0.

2) Wir haben ψ =
π

2
, P0(n) = 1 und Q(n) ≡ 0 (Nullpolynom).

Da λ = cos
π

2
± i · sin π

2
= ±i Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1)

unserer charakteristischenGleichung sind, suchenwir nach Bemerkung 4.5.2

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = n1 ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

mit A,B ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.9) ergibt:

(n+ 2) ·
(
A · cos

(π
2
· (n+ 2)

)
+B · sin

(π
2
· (n + 2)

))

+n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= cos
(π
2
· n
)

⇔ (n + 2) ·
(
−A · cos

(π
2
· n
)
−B · sin

(π
2
· n
))

+n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= cos
(π
2
· n
)

⇔ −2A · cos
(π
2
· n
)
− 2B · sin

(π
2
· n
)
= cos

(π
2
· n
)
.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:





−2A = 1

−2B = 0
⇔





A = −1

2

B = 0
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Dann ist

x∗(n) = −n
2
· cos

(π
2
· n
)

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= c1 · cos
(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
)
− n

2
· cos

(π
2
· n
)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.9) auf N0.

Beispiel 4.5.10

x(n+ 2) + 2x(n + 1) + 4x(n) = 2n · sin
(π
2
· n
)
, n ∈ N0 . (4.5.10)

1) x(n+2)+2x(n+1)+4x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 + 2λ+ 4 = 0 ⇔ λ = −1 ± i ·
√
3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = −1, β =
√
3, ϕ = arccos

(
−1

2

)
=

2π

3
, q = 4 und nach

Folgerung 4.3.7 ist

x̃(n) = 4
n
2 ·
(
c1 · cos

(
2π

3
· n
)
+ c2 · sin

(
2π

3
· n
))

= 2n ·
(
c1 · cos

(
2π

3
· n
)
+ c2 · sin

(
2π

3
· n
))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf N0.

2) Wir haben ρ = 2, ψ =
π

2
, P (n) ≡ 0 (Nullpolynom) und Q0(n) = 1.

Da 2 ·
(
cos

π

2
± i · sin π

2

)
= ±i · 2 keine Lösungen unserer charakteris-

tischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemerkung 4.5.2 eine partikuläre

Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = 2n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

mit A,B ∈ R.
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Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.10) ergibt:

2(n+2) ·
(
A · cos

(π
2
· (n + 2)

)
+B · sin

(π
2
· (n+ 2)

))

+2 · 2n+1 ·
(
A · cos

(π
2
· (n+ 1)

)
+B · sin

(π
2
· (n+ 1)

))

+4 · 2n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= 2n · sin
(π
2
· n
)

⇐⇒
2n 6=0

22 ·
(
−A · cos

(π
2
· n
)
−B · sin

(π
2
· n
))

+2 · 2 ·
(
−A · sin

(π
2
· n
)
+B · cos

(π
2
· n
))

+4 ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= sin
(π
2
· n
)

⇐⇒ 4B · cos
(π
2
· n
)
− 4A · sin

(π
2
· n
)
= sin

(π
2
· n
)
.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:




4B = 0

−4A = 1
⇔




A = −1

4

B = 0

Dann ist

x∗(n) = −2n

4
· cos

(π
2
· n
)
= −2n−2 · cos

(π
2
· n
)

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= 2n ·
(
c1 · cos

(
2π

3
· n
)
+ c2 · sin

(
2π

3
· n
))

− 2n−2 · cos
(π
2
· n
)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.10) auf N0.
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Beispiel 4.5.11

x(n+ 2) + 9x(n) = 3n+2 · cos
(π
2
· n
)
, n ∈ N0

⇐⇒ x(n+ 2) + 9x(n) = 3n · 9 · cos
(π
2
· n
)
, n ∈ N0 . (4.5.11)

1) x(n + 2) + 9x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung. Die cha-

rakteristische Gleichung lautet

λ2 + 9 = 0 ⇔ λ = ±i · 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = 0, β = 3, ϕ = arccos (0) =
π

2
, q = 9 und nach Folgerung 4.3.7

ist

x̃(n) = 9
n
2 ·
(
c1 · cos

(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
))

= 3n ·
(
c1 · cos

(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
))

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf N0.

2) Wir haben ρ = 3, ψ =
π

2
, P0(n) = 9 und Q(n) ≡ 0 (Nullpolynom).

Da λ = 3 ·
(
cos

π

2
± i · sin π

2

)
= ±i · 3 Lösungen (jeweils mit Vielfachheit

r = 1) unserer charakteristischen Gleichung sind, suchen wir nach Bemer-

kung 4.5.2 eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = n1 · 3n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

mit A,B ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.11) ergibt:

(n+ 2) · 3(n+2) ·
(
A · cos

(π
2
· (n + 2)

)
+B · sin

(π
2
· (n+ 2)

))

+9 · n · 3n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= 32 · 3n · cos
(π
2
· n
)

⇐⇒
3n+2 6=0

(n+ 2) ·
(
−A · cos

(π
2
· n
)
− B · sin

(π
2
· n
))

+n ·
(
A · cos

(π
2
· n
)
+B · sin

(π
2
· n
))

= cos
(π
2
· n
)

⇐⇒ −2A · cos
(π
2
· n
)
− 2B · sin

(π
2
· n
)
= cos

(π
2
· n
)
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:




−2A = 1

−2B = 0
⇔




A = −1

2

B = 0

Dann ist

x∗(n) = −n
2
· 3n · cos

(π
2
· n
)

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= 3n ·
(
c1 · cos

(π
2
· n
)
+ c2 · sin

(π
2
· n
))

− n

2
· 3n · cos

(π
2
· n
)

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.11) auf N0.

Beispiel 4.5.12

x(n + 2) +
√
3 · x(n + 1) + x(n) = (−1)n · sin

(π
6
· n
)
, n ∈ N0 . (4.5.12)

1) x(n+2)+
√
3·x(n+1)+x(n) = 0 ist die entsprechende homogeneGleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 +
√
3 · λ+ 1 = 0 ⇔ λ = −

√
3

2
± i · 1

2
(jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Hier gilt α = −
√
3

2
, β =

1

2
, ϕ = arccos

(
−
√
3

2

)
=

5π

6
, q = 1 und nach

Folgerung 4.3.7 ist

x̃(n) = c1 · cos
(
5π

6
· n
)
+ c2 · sin

(
5π

6
· n
)

mit beliebigen c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung der entsprechenden homo-

genen Gleichung auf N0.

2) Weiter gilt:

(−1)n · sin
(π
6
· n
)
= sin

((π
6
+ π
)
· n
)
= sin

(
7π

6
· n
)
,
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somit erhalten wir:

x(n + 2) +
√
3 · x(n+ 1) + x(n) = (−1)n · sin

(π
6
· n
)

⇐⇒ x(n + 2) +
√
3 · x(n+ 1) + x(n) = sin

(
7π

6
· n
)
. (4.5.12i)

Für θ :=
7π

6
gilt:

cos(θ)± i · sin(θ) = cos

(
7π

6

)
± i · sin

(
7π

6

)
= −

√
3

2
∓ i · 1

2

sind Lösungen (jeweils mit Vielfachheit r = 1) der charakteristischen Glei-

chung

λ2 +
√
3 · λ+ 1 = 0 .

Nach den Bemerkungen 4.5.2 und 4.5.3 suchen wir somit eine partikuläre

Lösung der inhomogenen Gleichung in der Form

x∗(n) = n1 ·
(
A · cos

(
7π

6
· n
)
+B · sin

(
7π

6
· n
))

mit A,B ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.12i) ergibt:

(n+ 2) ·
(
A · cos

(
7π

6
· (n+ 2)

)

+B · sin
(
7π

6
· (n+ 2)

))

+
√
3 · (n + 1) ·

(
A · cos

(
7π

6
· (n+ 1)

)

+B · sin
(
7π

6
· (n+ 1)

))

+ n ·
(
A · cos

(
7π

6
· n
)

+B · sin
(
7π

6
· n
))

= sin

(
7π

6
· n
)
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⇐⇒

(n+ 2) ·
(
A · cos

(
7π

6
· n+

7π

3

)

+B · sin
(
7π

6
· n+

7π

3

))

+
√
3 · (n+ 1) ·

(
A · cos

(
7π

6
· n+

7π

6

)

+B · sin
(
7π

6
· n +

7π

6

))

+ n ·
(
A · cos

(
7π

6
· n
)

+B · sin
(
7π

6
· n
))

= sin

(
7π

6
· n
)

⇐⇒

(n+ 2) · A ·
(
cos

(
7π

6
· n
)
· 1
2
− sin

(
7π

6
· n
)
·
√
3

2

)

+ (n + 2) ·B ·
(
sin

(
7π

6
· n
)
· 1
2
+ cos

(
7π

6
· n
)
·
√
3

2

)

+
√
3 · (n+ 1) · A

(
cos

(
7π

6
· n
)
·
(
−
√
3

2

)
− sin

(
7π

6
· n
)
·
(
−1

2

))

+
√
3 · (n+ 1) · B

(
sin

(
7π

6
· n
)
·
(
−
√
3

2

)
+ cos

(
7π

6
· n
)
·
(
−1

2

))

+ n ·
(
A · cos

(
7π

6
· n
)
+B · sin

(
7π

6
· n
))

= sin

(
7π

6
· n
)

⇐⇒
(
−1

2
· A+

√
3

2
· B
)

· cos
(
7π

6
· n
)

+

(
−
√
3

2
· A− 1

2
· B
)

· sin
(
7π

6
· n
)

= sin

(
7π

6
· n
)
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Ein Koeffizientenvergleich liefert:





−1

2
A +

√
3

2
B = 0

−
√
3

2
A− 1

2
B = 1

⇔





A = −
√
3

2

B = −1

2

Dann ist

x∗(n) = n ·
(
−
√
3

2
· cos

(
7π

6
· n
)
− 1

2
· sin

(
7π

6
· n
))

eine partikuläre Lösung und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= c1 · cos
(
5π

6
· n
)
+ c2 · sin

(
5π

6
· n
)

+ n ·
(
−
√
3

2
· cos

(
7π

6
· n
)
− 1

2
· sin

(
7π

6
· n
))

die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.12) auf N0.

Beispiel 4.5.13

x(n+ 2)− 5x(n+ 1) + 6x(n) = cos
(π
3
· n
)
+ n · 3n, n ∈ N0 . (4.5.13)

1) x(n+2)−5x(n+1)+6x(n) = 0 ist die entsprechende homogene Gleichung.

Die charakteristische Gleichung lautet

λ2 − 5λ+ 6 = 0 ⇔ λ = 2 oder λ = 3 (jeweils mit Vielfachheit r = 1).

Seien λ1 := 2, λ2 := 3. Nach Folgerung 4.3.3 ist

x̃(n) = c1 · 2n + c2 · 3n mit beliebigen c1, c2 ∈ R

die allgemeine Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung auf N0.
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2) Nach Bemerkung 4.5.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung

x(n + 2)− 5x(n+ 1) + 6x(n) = cos
(π
3
· n
)

(4.5.13a)

in der Form

x∗1(n) = A · cos
(π
3
· n
)
+B · sin

(π
3
· n
)

mit A,B ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.13a) ergibt:

A · cos
(π
3
· (n+ 2)

)
+B · sin

(π
3
· (n + 2)

)

−5 ·
(
A ·
(
cos
(π
3
· (n+ 1)

)
+B · sin

(π
3
· (n + 1)

)))

+6 ·
(
A · cos

(π
3
· n
)
+B · sin

(π
3
· n
))

= cos
(π
3
· n
)

⇔ A ·
(
cos
(π
3
· n
)
·
(
−1

2

)
− sin

(π
3
· n
)
·
√
3

2

)

+B ·
(
sin
(π
3
· n
)
·
(
−1

2

)
+ cos

(π
3
· n
)
·
√
3

2

)

−5 ·
(
A ·
(
cos
(π
3
· n
)
· 1
2
− sin

(π
3
· n
)
·
√
3

2

)

+B ·
(
sin
(π
3
· n
)
· 1
2
+ cos

(π
3
· n
)
·
√
3

2

))

+6 ·
(
A · cos

(π
3
· n
)
+B · sin

(π
3
· n
))

= cos
(π
3
· n
)

⇔
(
3A− 2B ·

√
3
)
· cos

(π
3
· n
)

+
(
2A ·

√
3 + 3B

)
· sin

(π
3
· n
)
= cos

(π
3
· n
)
.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:






3A− 2B ·
√
3 = 1

2A ·
√
3 + 3B = 0

⇔






A =
1

7

B = −2
√
3

21
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Dann ist

x∗1(n) =
1

7
· cos

(π
3
· n
)
− 2

√
3

21
· sin

(π
3
· n
)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.13a).

3) Nach Bemerkung 4.5.2 suchen wir eine partikuläre Lösung der inhomogenen

Gleichung

x(n+ 2)− 5x(n+ 1) + 6x(n) = n · 3n. (4.5.13b)

in der Form

x∗2(n) = n1 · (An+B) · 3n = (An2 +Bn) · 3n, mit A,B ∈ R.

Einsetzen in die inhomogene Gleichung (4.5.13b) ergibt:

(A(n + 2)2 +B(n+ 2)) · 3n+2

−5 · (A(n+ 1)2 +B(n+ 1)) · 3n+1 + 6 · (An2 +Bn) · 3n = n · 3n

⇐⇒
3n 6=0

9 · (A(n2 + 4n + 4) +B(n + 2)

−15 · (A(n2 + 2n+ 1) +B(n + 1)) + 6 · (An2 +Bn) = n

⇐⇒ 6An+ (21A+ 3B) = n.

Ein Koeffizientenvergleich liefert:






6A = 1

21A+ 3B = 0

⇔






A =
1

6

B = −7

6

Dann ist

x∗2(n) =

(
n2

6
− 7n

6

)
· 3n

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.13b).
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4) Nach dem Superpositionsprinzip (Satz 4.4.6) ist

x∗(n) = x∗1(n) + x∗2(n)

eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung (4.5.13) und

x(n) = x̃(n) + x∗(n)

= c1 · 2n + c2 · 3n

+
1

7
· cos

(π
3
· n
)
− 2

√
3

21
· sin

(π
3
· n
)
+

(
n2

6
− 7n

6

)
· 3n

die allgemeine Lösung der Gleichung (4.5.13) auf N0.
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Schlusswort

Wir haben in diesem Lehrbuch lineare Differential- und lineare Differenzenglei-

chungen erster und zweiter Ordnung betrachtet. Gleichungen n-ter Ordnung,

mit n = 3, 4, 5, . . ., lassen sich in analoger Weise zu den Betrachtungen der

Gleichungen zweiter Ordnung untersuchen.





Anhang

Das Griechische Alphabet

Alpha Beta Gamma Delta Epsilon Zeta Eta �eta

A B Γ ∆ E Z H Θ

α β γ δ ε ζ η θ

Iota Kappa Lambda My Ny Xi Omikron Pi

I K Λ M N Ξ O Π

ι κ λ µ ν ξ o π

Rho Sigma Tau Ypsilon Phi Chi Psi Omega

P Σ T Y Φ X Ψ Ω

ρ σ τ u ϕ χ ψ ω



ANHANG

Trigonometrische Formeln

1. Additionstheoreme

(1) sin(α + β) = sinα · cos β + cosα · sin β

(2) sin(α− β) = sinα · cos β − cosα · sin β

(3) cos(α + β) = cosα · cos β − sinα · sin β

(4) cos(α− β) = cosα · cos β + sinα · sin β

2. Umformungen von Summen in Produkte

(1) sinα + sin β = 2 · sin α + β

2
· cos α− β

2

(2) sinα− sin β = 2 · sin α− β

2
· cos α+ β

2

(3) cosα+ cos β = 2 · cos α + β

2
· cos α− β

2

(4) cosα− cos β = −2 · sin α+ β

2
· sin α− β

2

3. Umformungen von Produkten in Summen

(1) sinα · sin β = 1
2
· (cos(α− β)− cos(α+ β))

(2) cosα · cos β = 1
2
· (cos(α− β) + cos(α+ β))

(3) sinα · cos β = 1
2
· (sin(α− β) + sin(α + β))

Die einfachsten trigonometrischen Gleichungen

(1) sin x = a ⇐⇒ x = (−1)k · arcsin a + πk mit k ∈ Z,

wenn |a| 6 1 gilt

(2) cos x = a ⇐⇒ x = ± arccos a + 2πl mit l ∈ Z,

wenn |a| 6 1 gilt

(3) tan x = a ⇐⇒ x = arctan a+ πm mitm ∈ Z

(4) cot x = a ⇐⇒ x = arccot a+ πn mit n ∈ Z
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